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Mecânica Vetorial 
para Engenheiros: 

Estática 


No fim do século XVII, Sir Isctctc 
Newton estabeleceu os princípios 
fundamentais da mecânica, que 
constituem a base de grande parte 
da engenharia atual. 
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Introdução 

▼ 

1.1 O que é mecânica? 

1 .2 Conceitos e princípios 
fundamentais 

1 .3 Sistemas de unidades 

1 .4 Conversão de um sistema de 
unidades para outro 

1 .5 Método de resolução de 

■> 

problemas 

1 .6 Precisão numérica 


1.1 O que é mecânica? 

A mecânica pode ser definida como a ciência que descreve e prevê as 
condições de repouso ou movimento dos corpos sob a ação de forças. 
Ela divide-se em três partes: mecânica dos corpos rígidos, mecânica dos 
corpos deformáveis e mecânica dos fluidos. 

À mecânica dos corpos rígidos é subdividida em estática e dinâmica: 
a primeira trata dos corpos em repouso; a ultima, dos corpos em movi- 
mento, Nesta parte do estudo da mecânica, os corpos são considerados 
perfeitamente rígidos. No entanto, as estruturas e máquinas reais nunca 
são ab soluta mente rígidas mas se deformam sob a ação das cargas a que 
estão sujeitas. Essas deformações, contudo, geral mente são pequenas e 
não afetam de modo sensível as condições de equilíbrio ou movimento da 
estrutura a ser estudada. São importantes, por outro lado, na medida em 
que a resistência da estrutura a falhas seja levada em consideração sendo 
por isso estudadas na mecânica dos materiais, a parte da mecânica que 
trata dos corpos tlefo rmãveis. A terceira divisão da mecânica, a mecânica 
dos fluidos, é subdividida nu estudo de fluidos incompressíveis e de finidos 
compressiva is. Uma importante subdivisão do estudo dos fluidos incom- 
pressíveis é a hidrdulica, que trata dos problemas que envolvem a água, 

A mecânica é unia ciência física, pois trata do estudo de fenômenos 
físicos. Todavia, alguns associam a mecânica à matemática, enquanto mui- 
tos a consideram um assunto de engenharia* Em parte, ambos us pontos 
de vista são justificáveis. A mecânica constitui a base de muitas ciências 
da engenharia, sendo um pré-requisito indispensável para seu estudo. 
Contudo, não apresenta o empirismo encontrado em algumas ciências da 
engenharia, ou seja. não se baseia apenas na experiência e na observação; 
pelo seu rigor e pela ênfase que coloca no raciocínio dedutivo, a mecânica 
se assemelha à matemática. Mas, apesar disso, não é uma ciência abstrata 
nem tampouco pura; a mecânica é uma ciência aplicada, O propósito da 
mecânica é explicar e prever feno me nos físicos e T desse modo, estabelecer 
os fundamentos para aplicações de engenharia. 


1 .2 Conceitos e princípios fundamentais 

Embora o estudo da mecânica remonte aos tempos de Aristóteles 
(384-322 a.C.) e Arquimedes (287-212 a.C), foi preciso esperar até 
Newton (1642-1727) para que houvesse unia for mulação satisfatória de 
seus princípios fundamentais. Esses princípios foram posterior mente ex- 
pressos de maneira diferente por d s Alembert, Lagrange e Hamilton. No 
entanto, sua validade permaneceu incontestada, até Eínstein formular 
sua teoria da relatividade { 1905). Apesar de suas limitações serem boje 
reconhecidas, a mecânica newtoniana ainda continua sendo a base das 
ciências da engenharia atuais. 

Os conceitos básicos usados em mecânica são os de espaço, tempo, 
massa e força, Esses conceitos não podem ser verdadeiramente definidos; 
devem ser aceitos com baseem nossa intuição e experiência e usados como 
um conjunto de referências mentais para o nosso estudo de mecânica. 

O conceito de espaço está associado ã noção de posição de um ponto í\ 
À posição de P pode ser definida por três comprimentos medidos a partir 
de um determinado ponto de referência, ou origem, segundo três direções 
dadas, Esses comprimentos são conhecidos como coordenadas de P . 

Para se definir nm evento, não é suficiente indicar a sua posição no 
espaço. O tempo do evento também deve ser for necido. 


O conceito de massa é usado para caracterização e comparação de 
corpos com base em certos experimentos mecânicos fundamentais. Dois 
corpos de mesma massa, por exemplo, serão atraídos pela Terra de modo 
idêntico e irão oferecer a mesma resistência a uma variação de movimen- 
to de translação. 

Uma força representa a ação de um corpo sobre outro* A força pode 
ser exercida por contato direto ou à distância, como no caso das forças 
gravitacionaís e magnéticas. Uma força c caracterizada pelo seu ponto de 
aplicação, sua intensidade e sua direção; uma força é representada por 
um vetor (Seção 2.3). 

Na mecânica newtoniana, espaço, tempo e massa são conceitos ab- 
solutos, independentes entre si. (Isto não vale para mecânica relativística, 
na qual o tempo de um evento depende da sua posição e a massa de um 
corpo varia com sua velocidade.) Por outro lado, o conceito de força não 
é independente cios outros três. De fato, um dos princípios fundamentais 
da mecânica newtoniana listados adiante estabelece que a força resultan- 
te que atua sobre um corpo está relacionada â massa do corpo e ao modo 
pelo qual sua velocidade varia com o tempo. 

Estudaremos as condições de repouso ou movimento de partícu- 
las e de corpos rígidos em termos dos quatro conceitos básicos que 
acabamos de apresentar. Por partícula entendemos uma quantidade 
de matéria muito pequena e que, por hipótese, ocupa um único ponto 
no espaço. Um corpo rígido é uma combinação de um grande numero 
de partículas que ocupam posições fixas umas em relação às outras, 
O estudo da mecânica de par tícul as é obv iamente um pré-requisito 
para o estudo dos corpos rígidos. Além disso, os resultados obtidos para 
uma partícula podem ser usados diretamente em um grande número 
de problemas que tratam das condições de repouso ou movimento de 
corpos reais, 

O estudo da mecânica elementar se baseia em seis princípios 
mentais, baseados ern evidências experimentais. 


a- 


A lei do paralelogramo para a adição de forças. Essa lei es- 
tabelece que duas fo rças que atuam sobre uma partícula podem ser 
substituídas por uma única força, denominada resultante ^ que se ob- 
tém traçando-se a diagonal do paralelogramo cujos lados são iguais às 
forças dadas (Seção 2.2), 


O princípio da transmissibilidade. Esse princípio estabelece que 
as condições de equilíbrio ou movimento de um corpo rígido permanece- 
rão inalteradas sc uma força que atue em um dado ponto do corpo rígido 
for substituída por uma força de igual magnitude e de igual direção, po- 
rém atuando em um ponto diferente, desde que as duas forças tenham a 
mesma linha de ação (Seção 3.3). 


As três leis fundamentais de Newton. 

Newton no fii íal do século XVII, essas leis p 


Formuladas por Sir lsaac 
odem ser enunciadas da se- 


guinte maneirar 


PRIMEIRA LEL Se a força resultante que atua em uma partícula for 
nula, a partícula permanecerá em repouso (se originalmente em repou- 
so) ou se moverá em velocidade constante em linha reta (se originalmen- 
te em movimento) (Seção 2.10). 
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Aí 

Figura LI 



Foto 1,1 Quando em órbita da 
Terra, diz-se que as pessoas e os 
objetos ficam sem peso, muito embora 
a torça gravitacional atuante seja 
aproximadamente 90% daquela 
experimentada sobre a superfície 
da Terra, Essa aparente contradição 
será resolvida no Cap. 1 2, quando 
aplicarmos a segunda lei de Newton ao 
movimento de partículas. 


SEGUNDA LEI. Se a forç a resultante que atua sobre uma partícula 
não for nula, a partícula terá uma aceleração de magnitude proporcional 
a magnitude da resultante c na mesma direção dessa força resultante. 
Conforme você verá na Seção 12.2, essa lei pode ser estabelecida 
como: 



(l.i) 


onde F. m e a representam, respectivainente, a força resultante que atua 
sobre a partícula, a massa da partícula e a aceleração da partícula, expres- 
sas em um sistema de unidades consistente. 


TERCEIRA IEL As forças de ação e reação entre corpos em contato têm 
a mesma intensidade, a mesma linha de ação e sentidos opostos (Seção 6,1). 

Lei de Newton da gravitação. Essa lei estabelece que duas partícu- 
las de massa M e m são mutuamente atraídas com forças iguais e opostas 
F e — F (Fíg. 1.1) de magnitude F dada pela expressão 

M m 

F = G (1.2) 

r 

onde r = distancia entre as duas partículas 

G — constante universal denominada constante gravitacional 


A lei de Newton da gravitação introduz a ideia de uma ação exercida a 
distância e amplia a faixa de aplicação da terceira lei de Newton: a ação 
F e a reação — F na Kig. 1.1 são iguais e opostas, e têm a mesma linha 
de ação, 

Um caso particular de grande importância é a atração exercida pela 
Terra sobre uma partícula localizada na sua superfície, A força F exercida 
pela Terra sobre a partícula e então definida como o peso W (do inglês, 
íveiffht ) da partícula. Considerando-se M igual à massa da Terra, m igual 
à massa da partícula e r igual ao raio R da Terra, e introduzindo-se a 
constante 


g 




a magnitude do peso W de uma partícula de massa m pode ser expressa 
como* 



(1.4) 


O valor de R na Eq. (1,3) depende da altitude do ponto considerado; 
depende também da sua latitude, pois a Terra não é perfeita mente es- 
férica, Portanto, o valor de g varia com a posição do ponto considerado. 
Desde que o ponto realmente permaneça sobre a superfície da Terra, 
basta, na maior parte dos cálculos de engenharia, admitir que g seja igual 
a 9,81 m/s 2 . 


U ma definição mais precisa do peso W deveria levar em conta a rotação da Terra, 



Os princípios que acabamos de listar serão apresentados ao longo 
de nosso estudo de mecânica quando necessário, O estudo da estática 
de partículas realizado no Cap. 2 será baseado somente na lei rio pa- 
ralelogramo para a adição de forças e na primeira lei de Newton. O 
princípio de transmissibilidade será apresentado no Cap. 3, quando 
iniciarmos o estudo da estática de corpos rígidos, e a terceira lei de 
Newton será apresentada no Cap, 6, quando formos analisar as forças 
exercidas entre si pelos vários elementos que formam uma estrutura, 
A segunda lei de Newton e a lei de Newton da gravitação serão apre- 
sentadas no estudo da dinâmica. Veremos, então, que a primeira lei de 
Newton é um caso particular da segunda lei de Newton (Seção 12,2) e 
que o princípio de transmissibilidade poderia ser deduzido a partir dos 
outros princípios, podendo assim ser eliminado (Seção 16,5). Todavia, 
a primeira e a terceira leis de Newton, a lei do paralelogramo para a 
adição de forças e o princípio de transmissibilidade irão, por enquanto, 
nus prover dos fundamentos necessários e suficientes para o estudo 
completo da estática de partículas, de corpos rígidos e de sistemas de 
corpos rígidos. 

Conforme observamos anterior mente, os seis princípios Fundamen- 
tais já listados são baseados em evidência experimental. Com exceção da 
primeira lei de Newton e do princípio de transmissibilidade, são princí- 
pios independentes que não podem ser deduzidos matematicamente a 
partir dos demais ou a partir de qualquer outro princípio físico elementar. 
Sobre esses princípios está baseada a maior parte da intricada estrutura 
da mecânica newton ian a. Por mais de dois séculos, um numero espantoso 
de problemas, tratando tias condições de repouso e movimento de corpos 
rígidos, de corpos deformáveis e de fluidos, foi resolvido pela aplicação 
desses princípios fundamentais. Muitas das soluções obtidas puderam ser 
verificadas experimental mente, fornecendo assim uma verificação adi- 
cional dos princípios a partir dos quais fo ram obtidas. Apenas no final do 
século XIX e início do XX é que a mecânica de Newton fui colocada em 
cheque, no estudo do movimento dos átomos e no eskido do movimento 
de certos planetas, situações em que ela teve de ser suplementada pela 
teoria da relatividade, Mas, em uma escala humana ou da engenharia, na 
qual as velocidades são pequenas comparadas com a velocidade da luz, a 
mecânica de Newton ainda não foi refutada. 


1 ,3 Sistemas de unidades 

Associadas aos quatro conceitos fundamentais apresentados na seção 
anterior, estão as chamadas unidades cinéticas, isto é, as unidades de 
comprimento , tempo, massa c força. Essas unidades não podem ser es- 
colhidas sem critério se quisermos satisfazer as condições da Eq. (1.1). 
Três dessas unidades podem ser definidas arbitrariamente; elas são de- 
nominadas unidades básicas. A quarta unidade, porém, deve ser escolhi- 
da de acordo com a Eq, (LI) e denomina-se unidade derivada. Diz-se 
então que as unidades cinéticas assim selecionadas formam um sistema 
cl e n n i d ades con sisten te . 


Sistema Internacional de Unidades (Unidades do SI), Nesse 
sistema, que será de uso universal quando os Estados Unidos completa- 
rem sua conversão às unidades do SI, as unidades básicas são as de com- 
primento, massa e tempo, denominadas, respectivamente, metro (m), 
quilograma (kg) e segundo (s). As três são definidas arbitrariamente. 
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a ~ 1 m /s- 



F 


Figuro 1.2 


a = 0,81 m/s“ 



Figuro 1,3 


O segundo, originalmente escolhido para representar 1/86.400 do 
dia solar médio, é agora definido como a duração de 9*192,631.770 pe- 
ríodos da radiação correspondente à transição entre dois níveis do estado 
fundamental do átomo de césio- 133. O metro, original mente definido 
como um décimo de milionésimo da distância do equador a cada polo, é 
agora definido como 1.650.763,73 comprimentos de onda da luz laran- 
ja-vermelha, que correspondem a uma certa transição em nm átomo de 
críptônio-86, O quilograma, que c aproximadamente igual â massa de 
0,001 m de água, é definido como a massa de uni padrão de platina-irí- 
dio mantido no Bureau Internacional de Pesos e Medidas, em Sèvres, 
próximo a Paris, França. A unidade de força é uma unidade derivada. 
Denomina-se newton (N) e é definida como sendo a força que imprime 
uma aceleração de 1 m/s" a uma massa de 1 kg (Fig, 1.2), A partir da 
Eq. (LI ), escrevemos: 

I. N — (1 kg)(l m/s 1 2 ) = 1 kg ■ m/s 2 (1.5) 

Diz-se que as unidades do SI formam um sistema absoluto de unidades. 
Isso significa que as três unidades básicas escolhidas são independentes 
do local em que as medições sâo feitas. O metro, o quilograma e o se- 
gundo podem ser usados em qualquer lugar da Terra; podem ser usados, 
inclusive, em outro planeta, e sempre terão o mesmo significado. 

O peso de ii ni corpo, o n a força da gravidade exercida sobre esse 
corpo, deve ser expresso em newtons, como qualquer outra torça. Da 
Eq. (1.4), segue-se que o peso de um corpo de 1 kg de massa (Fig. 1.3) é: 


W = 


mg 


= (1 kg)(9,81 m/s 2 ) 
= 9,81 N 


Múltiplos e submúltiplos das unidades fundamentais do SI podem ser 
obtidos pelo uso dos prefixos definidos na Tabela 1.1. Os múltiplos e sub- 
múltiplos das unidades cie comprimento, massa e força usados mais fre- 
quentemente em engenharia são, respectivamente, o quilômetro (km) e 
o milímetro (mm); o megagrama" (Mg) e o grama (g); e o quüonewüm 
(kN). De acordo com a Tabela 1.1, temos: 


1 km — 1.000 m 1 mm — 0,001 m 
1 Mg - L000 kg 1 g = 0,001 kg 

1 kN = 1 .000 N 


A conversão dessas unidades em metros, quilogramas e newtons, respec- 
tivamente, pode ser efetuada pelo simples movimento da vírgula decimal 
três casas para a direita ou para a esquerda. For exemplo, para converter 
3,82 km em metros, move-se a vírgula decimal três casas para a direita: 


3,82 km = 3.820 m 

Analogamente, 47,2 mm são convertidos em metros movendo-se a vírgu- 
la decimal três casas para a esquerda: 


47,2 mm = 0.0472 m 


* Tambt s m mnlicíiido COUTO tonrlmla mrtrin v. 



Tabela 1 , 1 Prefixos $1 


Fator de multiplicação 



Prefixo 

Símbolo 

1.000.000.000.000 

— 

10 12 

fera 

I 

1,000.000.000 

— 

io y 

giga 

G 

1.000.000 

— 

10 ú 

mega 

M 

1.000 

— 

10 J 

quilo 

k 

100 

— 

10 2 

hecfo* 

h 

10 

— 

10 1 

deca* 

da 

0,1 

— 

10 1 

decí* 

d 

0,01 

— 

]Q" 2 

centi* 

c 

0,001 

— ; 

IO' 3 

m i li 

m 

0,000 001 

— 

10 6 

micro 

P 

0,000 000 001 

— 

10~ 9 

nano 

n 

0,000 000 000 001 

— 

10' 12 

pico 

P 

0,000 000 000 000 001 

— 

IO -15 

femto 

f 

0,000 000 000 000 000 001 

= 

1 0” la 

atto 

a 


+ 0 us-o desses prefixos deve ser evitado, exceto para a medição de áreas e volumes e para o 
uso não técnico do centímetro,, como no caso das medidas do corpo e de roupas. 


Usando notação científica, pode-se escrever 



em: 


3,82 km - 3,82 X 1Q 3 m 
47,2 mm = 47,2 X 10 3 m, 


Os múltiplos da unidade de tempo são o minuto (min) e a hora (h). 
Uma vez que 1 min = 60 s e 1 li = 60 min — 3.600 s, esses múltiplos não 
podem ser convertidos tão prontamente como os outros. 

Usando-se o múltiplo ou sub múltiplo apropriado de uma dada unida- 
de, é possível evitara escrita de números muito grandes ou muito peque- 
nos. Por exemplo, geral mente se escreve 427,2 km em vez de 427.200 m, 
e 2, 1 6 mm em vez de 0,002 1 6 m. 


Unidades de área e volume, A unidade de área é o metro qua - 
drado (m~), que representa a área de um quadrado de 1 m de lado; a 
unidade de volume é o metro cúhico (m°), igual ao volume de um cubo 
dei m de lado. Para evitar valores numéricos cxcessi vam ente pequenos 
ou grandes no calculo de áreas e volumes, utilizam-se sistemas de subu- 
nidades, obtidos, respectivamente, pela elevação ao quadrado e ao cubo 
não só do milímetro mas também de dois subiu últiplos intermediários 
do metro, a saber, o decimei ro (dm) e o centímetro (cm). Uma vez que, 
por definição, 


1 dm = 0,1 m = 10 


— irr 1 


m 


1 cm 
1 mm 


= 0.01 m = 10 


—9 


ui 


= 0,001 m = 10 3 m 


os subrn últiplos da unidade de área são 


,-2 


-4 


1 dni “ (1 dm )" = (10 m)“ — 10 ~ m 
1 cm 2 = (1 cm) 2 = (1Q~ 2 m) 2 = 10 
1 mm 2 = (1 mm) 2 = ( 10~ 3 m) 2 = 10 


m 


2 

2 


-6 2 
m 
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e os submúltiplos da unidade de volume são 


1 dm 3 = (1 dm) J = (10 _i m) 3 = 10 


3 


-1 


\3 


3 


111 


1 cm' 3 = (1 cm) J = (10 z m) J = 10 


-9 


3 


.-6 


m 


1 mm 3 — (1 mm)' 5 = 10 5 m} á =10 

Deve-se notar que, ao medir-se o volume de um líquido, em geral se re- 
fere ao decí metro cúbico (dm ) como litro (L). 

Outras unidades derivadas do SI usadas para se medir o momento de 
uma força, o trabalho de uma força, etc. estão mostradas na Tabela 1.2* 
Embora essas unidades venham a ser apresentadas em capítulos subse- 
quentes, quando necessário, devemos observar desde já uma regra im- 
portante: quando uma unidade derivada for obtida pela divisão de uma 
unidade básica por outra unidade básica, poderá ser usado um prefixo no 
numerador da unidade derivada, mas não no denominador. Por exem- 
plo, a constante k de uma mola que se estende 20 mm sob unia carga de 
100 N será expressa como: 


,3 


-3 


3 


9 m 3 


k = 


100 N 


100 N 


20 mm 0,020 m 


= 5.000 N/m 


ou k = 5 kN/m 


porém, jamais como k — 5 N/mm. 


Unidades Usuais nos EUA. A maioria dos engenheiros americanos 
usa um sistema em que as unidades básicas são as de comprimento, 
força e tempo. Essas unidades são, respeetivam en te , o pé (ft, do inglês 


Tabela 1 .2 Principais unidades do $1 usadas em mecânica 


Grandeza 

Unidade 

Símbolo 

Fórmula 

Aceleração 

Metro por segundo ao quadrado 

■ * a 

m/s 2 

Angulo 

Radiano 

rad 


Aceleração angular 

Radiano por segundo ao quadrado 

. .. . 

rad/s" 

Velocidade angular 

Radiano por segundo 

• 4 ■ 

rad/s 

Are a 

Metro quadrado 

. . 

2 

m 

Massa especifica 

Quilograma por metro cúbico 

. . ■ 

kg/m 3 

Energia 

Joule 

J 

N ■ m 

Forço 

Newfon 

N 

kg * m/s 2 

Frequência 

Hertz 

Hz 

-i 

s 

Impulso 

Nevdon-segundo 

. T . 

kg ■ m/s 

Comprimento 

Metro 

m 

** 

Massa 

Quilograma 

kg 

** 

Momento de uma 

Newton- metro 

B 4 m 

N ■ m 

força 

Potência 

Watt 

w 

J/s 

Pressão 

Pascal 

Pa 

N/m 2 

Tensão 

Pascal 

Pa 

N/nT 

Tempo 

Segundo 

s 

*■* 

Velocidade 

Metro por segundo 

B 4 ■ 

m/s 

Volume 

Sólidos 

Metro cúbico 

14 S 

3 

m 

Líquidos 

Litro 

L 

E 

i 

o 

Trabalho 

Joule 

J 

N ■ m 


* Unidade suplementar (1 revolução = 2 -tt rad — 360 ). 
+ * Unidade básica, 
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foot), a libra (lb) e o segundo (s). O segundo corresponde à unidade 
do SI. O pé ê definido como 0,3048 rn. A libra é definida como o peso 
do um padrão de pl atina, denominado libra padrão , que é mantido no 
Instituto Nacional de Padrões e Tecnologia dos Estados Unidos, nos 
arredores de Washington, cuja massa equivale a 0,45359243 kg. Uma 
vez que o peso de um corpo depende da atração gravitacional da Terra, 
que varia com o local, especifica-se que a libra padrão seja colocada ao 
nível do mar, a uma latitude de 45° , para se definir apropriadamente 
uma força de I lb. Obviamente, as unidades usuais nos Estados Uni- 
dos não fo rmam um sistema absoluto de unidades. Em virtude da sua 
dependência da atração gravitacional da Terra, formam um sistema de 
un i d ades gr a vi ta cion a I. 

Ainda que a libra padrão também sirva como unidade de massa em 
transações comerciais nos Estados Unidos, não pode ser usada desse 
modo em cálculos de engenharia, pois tal unidade não seria consistente 
com as unidades básicas definidas no parágrafo precedente. De fato, 
quando submetida a uma força de 1 lb, isto é, quando sujeita à força da 
gravidade, a libra padrão recebe a aceleração da gravidade, g = 32,2 lt/s~ 
(Fig. 1.4), e não a aceleração unitária requerida pela Eq. ( 3 J ). A uni- 
dade de massa consistente com o pé, a libra e o segundo é a massa que 
rece be uma aceleração de 1 ft/s“ quando submetida a uma força de 1 lb 
(Fig. 1.5). Essa unidade, às vezes chamada de slug, pode ser deduzida da 
equação F = ma , após substituição de 1 lb e 1 ft/s" para F e a, respectíva- 
niente. Escrevemos 


F = ma 


1 lb = (1 slug) (1 ft/s ) 


para obter 


1 slug - 


1 11: 


1 ft/s 2 


= 1 lb • s 2 /ft 


(1.6) 


Comparando as Figs. 1.4 e 1.5, concluímos que o slug é uma massa 32,2 
vezes maior que a massa da libra padrão. 

O fato dos corpos, no sistema de unidades usuais nos Estados Unidos, 
serem caracterizados pelo seu peso em libras, ein vez de sua massa em 
slugs. será conveniente no estudo de estática, no qual lidamos constante- 
mente co m pesos e outras forças e apenas raramente com massas. Porém, 
no estudo de dinâmica, que envolve forças, massas e acelerações, a massa 
m de um corpo será expressa em slugs quando seu peso W for dado em 
lib ms. Relembrando a E (J . (1 .4), esc revemos 


rn — 


W 

g 


a-) 


onde g é a aceleração da gravidade (g = 32,2 ft/s"). 

Outras unidades usuais nos Estados Unidos, frequentemente encon- 
tradas em problemas de engenharia, são a milha (mi), igual a 5.280 ft; a 
polegada (in, do inglês inch), igual a 1/12 fé e & quiloMhra (kip, do inglês 
kão-poinid), igual à força de l .000 lb. A unidade ton é frequentemente 
usada para representar a massa de 2.000 lb mas, assim como a libra, deve 
ser convertida em slugs nos cálculos de engenharia. 

A conversão em pés, libras e segundos de grandezas expressas nessas 
outras unidades geralmente é mais complicada e requer maior atenção 
que as operações correspondentes nas unidades do SL Por exemplo, se 


a = 32.2 ft/s 2 


m = 

L 

\ 

1 íb 


F = 1 


Figura 1.4 


a = i h/s- 


m = 1 slug 
( = } lb • s 2 /ft) 



Figura 1,5 
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a intensidade de nina velocidade é dada como e = 30 mi/h, a conversão 
para ft/s é feita da seguinte maneira. Primeiro, escrevemos: 


v = 30 


mi 


Uma vez que desejamos nos livrar da unidade milhas e passar para a uni- 
dade pés, devemos multiplicar o segundo membro da equação por uma 
expressão que contenha milhas no denominador e pés no numerador. 
Mas, como não queremos alterar o valor do segundo membro, a expres- 
são usada deve ter um valor igual à unidade. O quociente (5.280 ft)/(l mi) 
é a expressão desejada. De modo semelhante, para transformar a unida- 
de hora em segundos, escrevemos: 


v = 


' mi V 5 280 ft Y Ui A 

30 h A 1 mi A3.600S/ 


Efetuando os cálculos numéricos e cancelando as unidades que apare- 
cem tanto no numerador como no denominador, obtemos: 

ft 

v - 44 — = 44 ft/s 
s 


1,4 Conversão de um sistema de unidades para outro 

Em diversas ocasiões, um engenheiro deseja converter um resultado 
numérico obtido em unidades usuais nos Estados Unidos em unidades 
do SI ou vice-versa. Como a unidade de tempo é a mesma em am- 
bos os sistemas, apenas duas unidades cinéticas básicas precisam ser 
convertidas» Logo, como todas as outras unidades cinéticas podem ser 
derivadas das unidades básicas, é preciso lembrar apenas dois fatores 
de couve rsão. 

Unidades de comprimento* Por definição, a unidade de compri- 
mento usual nos Estados Unidos é: 


1 ft - 0,3048 m 


Segue-se que 

1 mi ^ 5.280 ft - 5.280(0,3048 m) = 1.600 m 


ou 


Além disso, 


ou 


1 mi — 1.609 km 


I ín — ft — ^ (0,3048 m) = 0,0254 m 



1 in = 25,4 mm (1.10) 

Unidades de força, Lembrando que a unidade de força usual nos 
Estados Unidos (a libra) é definida como sendo o peso cia libra padrão 
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(de massa 0,1536 kg) no nível do mar e a uma latitude de 4 5 o (onde g = 
9,807 m/s"), e aplicando a Eq. (1-4), escrevemos 

W = mg 

1 11) = {0,4536 kg ){ 9,807 in/s 2 ) = 4,448 kg • m/s 2 
ou, considerando a Eq. (1.5) 


1 Ib = 4,448 N 


( 1 . 11 ) 


Unidades de massa. A unidade de massa usual nos Estados Uni- 
dos ( slug) é uma unidade derivada. Logo, aplicando as Eqs. (1.6), (1.8) e 
(1.11 í, temos: 


1 slug = 1 lb • s“/ft — 


1 lh 


4.448 N 


1 ft/s 2 0,3048 m/s" 


^ = 1 4,59 N • s7m 


ou, Eq. (1.5) 


1 slug = 1 lb • s7ít = 14,59 kg (1.12) 


Embora não se possa usá-la como uma unidade consistente de massa, 
lembremos que a massa da libra padrão é, por definição, 

1 libra massa = 0,4536 kg (1.13) 

Essa constante pode ser usada para se determinar a massa em unidades 
do SI (quilogramas) de um corpo que foi caracterizado pelo seu peso em 
unidades usuais nos EUA (libras). 

Para se converter urna unidade derivada usual nos Estados Unidos 
em unidades do SI, deve-se simplesmente multiplicar ou dividir tal uni- 
dade pelos fatores de conversão apropriados. Por exemplo, para conver- 
ter o momento de uma força, cujo valor 6 Aí = 47 lb * in, cm unidades do 
SI, usamos as fórmulas (1 . 10) e ( 1 .1 1) e temos: 


M - 47 lb - in - 47(4,448 N)(25,4 mm) 

= 5310 N * rnm = 5,31 N • m 

Os (atores de conversão dados nesta seção também podem ser usados 
para se converter um resultado numérico obtido em unidades do SI em 
unidades usuais nos Estados Unidos. Por exemplo, se o momento de uma 
força é M = 40 N - m, seguindo o procedimento adotado no último pará- 
grafo da Seção L3 escrevemos: 


M = 40 N * m - (40 N * m) 


l lb 


I ft 


4,448 N /V 0,3048 m 


Efetuando os cálculos numéricos e cancelando as unidades í 
cem tanto no numerador como no denominador, obtemos: 

M = 29,5 lb ■ (t 

As unidades usuais nos Estados Unidos utilizadas com maior freqnên 
cia em mecânica estão listadas na Tabela 1 .3 com suas equivalentes no SI. 
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Tabela 1 .3 As unidades usuais nos EUA e as equivalentes no SI 


Grandeza 

Unidade usual nos EUA 

Equivalente no £1 

Aceleração 

ft/s* 

0,3048 m/s 2 


in/s 2 

0,0254 m/s 2 

Area 

e 

0,0929 m 2 


in 7 

645,2 mm' 

Energia 

ft ■ Ib 

l,35é J 

Força 

kip 

4,448 kN 


Ib 

4,448 N 


oz 

0,2780 N 

Impulso 

Ib ■ $ 

4,448 N • s 

Comprimento 

ft 

0,3048 m 


in 

25,40 mm 


mi 

1 ,609 km 

Massa 

ó massa oz 

28,35 g 


massa Ib 

0,4536 kg 


slug 

14,59 kg 


ton 

907,2 kg 

Momento de uma força 

Ib - ft 

1,356 N * m 


íb ■ in 

0,1 130 N ■ m 

Momento de inércia 



De uma área 

- 4 

m* * 

0,41 62 X 10* mm 4 

De uma massa 

Ib ■ ft + s 2 

1 ,356 kg ■ m 2 

Quantidade de movimento 

Ib • s 

4,448 kg ■ m/s 

Potência 

ft ■ 1 b/s 

1,356 W 


h P 

745,7 W 

Pressão ou tensão 

lb/ft 2 

47,88 Pa 


Ib/iré (psi) 

6,895 kPa 

Velocidade 

ft/ s 

0,3048 m/s 


ín/s 

0,0254 m/s 


mi/h (mph) 

0,4470 m/s 


mi/h (mph) 

1 ,609 km/h 

Volume 

ft 3 

0,02832 m 3 


, 3 

m 

16,39 cm 3 

Líquidos 

gaí 

3,785 L 


qf 

0,9464 L 

Trabalho 

ft ■ ib 

1,356 J 


1 *5 Método de resolução de problemas 

Você deve abordar um problema de mecânica como se fosse abordar nma 
situação real de engenharia. Argumentando com base em sua própria ex- 
periência e intuição t você achará mais fácil entender e formular o proble- 
ma. Todavia, uma vez enunciado cl aram eu te o problema, não haverá lugar 
ern sua solução para preferências particulares. A solução deve se basear 
nos seis princípios fundamentais estabelecidos na Seção L2 ou ern teore- 
mas deduzidos a partir deles. Cada passo dado deve ser justi ficado nessa 
base. Devemos seguir regras estritas, que conduzam à solução de maneira 
quase automática, não deixando espaço para a intuição ou o “sentimento . 
Após obter uma resposta, esta deverá ser conferida. Aqui, você poderá 
novamente apelar para o bom senso e a experiência pessoal, Se não esti- 
ver inteiramente satisfeito com o resultado obtido, você deverá conferir 
sua formulação do problema, a validade dos métodos empregados para 
solucioná-lo e a precisão dos cálculos. 

O enunciado de um problema deve ser claro e preciso. Deve conter 
os dados e indicar a informação pedida. Deve-se incluir um desenho claro 
mostrando todas as grandezas envolvidas. Diagramas separados devem ser 
desenhados para todos os coipos envolvidos, indicando claramente as forças 


Capítulo 1 ♦ Introdução 15 


que atuam em cada corpo, Esses diagramas são conhecidos como diagramas 
de corpo livre e estão descritos detalhadamente nas Seções 2*11 e 4.2, 

Os princípios fundamentais da mecânica listados na Seção 1.2 serão 
usados para formularmos equações que expressem as condições de repouso 
QU de movimento dos corpos considerados. Cada equação deve ser clara- 
mente relacionada a um dos diagramas de corpo livre. Em seguida, você 
prosseguirá com a resolução do problema, observando estritamente as re- 
gras usuais de álgebra e registrando com clareza os vários passos realizados. 

U ma vez obtida, a resposta deve ser cuidadosa mente conferida. Erros 
de raciocínio podem ser facilmente detectados pela verificação das uni- 
dades. Por exemplo, para determinar o momento de uma força de 50 N 
em relação a um ponto a 0,60 m de sua linha de ação, podemos escrever 
(Seção 3.12) 

M = Fd = (50 N)(0,60 m) = 30 N - m 

A unidade N ■ m obtida multiplicando-se newtons por metros é a unida- 
de correta para o momento cie uma (orça; se íosse obtida outra unidade, 
saberíamos que algum erro foi cometido. 

Erros de cálculo geralmente podem ser detectados substituindo-se os 
valores numéricos obtidos em uma equação que ainda não foi usada e se 
a equação é satisfeita, E importante enfatizar a importância dos cálculos 
corretos em engenharia. 


1 *6 Precisão numérica 

A precisão da solução de um problema depende de dois itens: (1 ) a preci- 
são dos dados e (2) a precisão dos cálculos efetuados. 

A solução não pode ser mais precisa que o menos preciso desses dois 
itens, Por exemplo, se o carregamento de uma ponte é conhecido como 
sendo 300.000 N com um possível erro de 400 N, o erro relativo que 
mede o grau de precisão dos dados é: 


400 N 


300.000 N 


- 0,0013 - 0*13% 


Ao se calcular a reação em um dos apoios da ponte, não fará sentido re- 
gistrá-la como 57.288 N. A precisão da solução não pode ser maior que 
0,13%, não importa quão precisos sejam os cálculos, e o possível erro na 
resposta pode ser de até (0,1 3/100) (57,288 N) — 75 N. A resposta deve 
ser registrada apropriadamente como 57.288 ± 75 N. 

Em problemas de engenharia, os dados raramente têm precisão 
maior que 0,2%. Logo, raramente se justifica escrever as respostas para 
tais problemas com uma precisão maior que 0,2%. Uma regra prática é 
usar 4 algarismos significativos para registrar mi meros que começam com 
T e 3 algarismos significativos em todos os outros casos. A menos que 
seja indicado diferente mente admitiremos que os dados de um problema 
terão um mesmo grau de precisão. Por exemplo, uma força de 40 N deve 
ser lida como 40,0 N e uma força de 15 N deve ser lida como 15,00 N* 

A s calei 1 1 ado ras ele trõ n i cas de boi so tão utilizadas por engenheiros o 
estudantes de engenharia facilitam os cálculos numéricos na resolução 
de muitos problemas por sua velocidade e precisão. No entanto, os estu- 
dantes não devem registrar algarismos significativos além do justificável 
simplesmente porque estes são fáceis de obter. Como já observado, uma 
precisão maior que 0,2% raramente é necessária ou significativa na solu- 
ção de problemas práticos de engenharia. 


Muitos problemas de engenharia 
podem ser resolvidos considerando 
o equilíbrio de "partículas". No 
caso desta escavadeira, que está 
sendo transportada para o navio, 
a relação entre as tensões nos 
vários cabos envolvidos pode ser 
obtida considerando o equilíbrio 
do gancho no qual os cabos estão 
presos. 






M£i 


CAPÍTULO 


Estática de partículas 
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2.14 Adição de forças 
concorrentes no espaço 

2.15 Equilíbrio de uma partícula 
no espaço 


2.1 Introdução 

Neste capítulo você estudará o eleito de forças que atuam sobre partícu- 
las. Primeiro aprenderá como substituir duas ou mais forças que atuam 
sobre uma dada partícula por uma única força que tenha o mesmo efeito 
que as forças originais. Essa única força equivalente é a resultante das 
forças originais que atuam sobre a partícula. Depois, as relações que exis- 
tem entre as várias forças que atuam sobre a partícula em estado de equi- 
líbrio serão deduzidas e usadas para se determinarem algumas das forças 
atuantes sobre a partícula. 

O uso da palavra “partícula" não implica que nosso estudo será limi- 
tado ã pequenos corpos. Significa que o tamanho e o formato dos corpos 
em consideração não afetarão significativamente a resolução dos proble- 
mas tratados neste capítulo e que todas as forças que atuem sobre um 
dado corpo serão consideradas cm um mesmo ponto de aplicação. Como 
tal hipótese é verificada em muitas aplicações práticas, neste capítulo 
você ficará habilitado a resolver diversos problemas de engenharia, 

A primeira parte do capítulo é dedicada ao estudo de forças conti- 
das em um único plano; a segunda parte, à análise de forças em espaço 
tridimensional. 


FORÇAS NO PLANO 


2.2 Força sobre uma partícula e 
resultante de duas forças 

Uma força representa a ação de um corpo sobre outro e geralmente é 
caracterizada por seu ponto cie aplicação, sua intensidade ^ sua direção 
e seu sentido. Forças que atuam sobre uma dada partícula, no entanto, 
têm o mesmo ponto de aplicação. Cada força considerada neste capítulo 
será, então, completam ente definida por sua intensidade, sua direção e 
seu sentido, 

A intensidade de uma força é caracterizada por um certo número 
de unidades. Como indicamos no Cap. 1. as unidades do SI usadas por 
engenheiros para medir a intensidade de uma força são o newton (N) 
e seu múltiplo, o quilonewton (kN), igual a 1,000 N. A direção de uma 
força é definida pela linha de ação e o sentido da força. A 1 inha de ação 6 
a linha reta infinita ao longo da qual a força atua; caracteriza-se pelo an- 
gulo que ela forma com algum eixo fixo (Fig. 2.1). A força propriamente 
dita é representada por um segmento dessa linha; por meio do uso de 





s' 






Figura 2. 1 




Capítulo 2 ♦ Estática de partículas 1 9 


uma escala apropriada, pode-se escolher o comprimento desse segmento 
para representar a intensidade da força. Por fim, o sentido da força deve 
ser indicado por unia ponta de seta. E importante, na definição de uma 
força, a indicação de seu sentido. Duas forças que tenham a mesma in- 
tensidade e a mesma linha de ação , mas sentidos diferentes, tais como as 
forças mostradas na Fig. 2.1 a e fo, terão efeitos diretamente opostos sobre 
uma partícula. 

Constata-se experimentalmente que duas forças PcQ que atuam 
sobre uma partícula A (Fig. 2.2a) podem ser substituídas por uma única 
força R que tem o mesmo efeito sobre essa partícul a (Fig. 2.2c). Essa 
força é chamada de resultante das forças P e Q e pode ser obtida, como 
mostra a Fig. 2,2 fc, pela construção de um paralelogramo, usando-se P e 
Q como dois lados adjacentes desse paralelogramo, A diagonal que passa 
por A representa a resultante. Esse método, cie encontrar a resultante, é 
de no mi nado lei do paralelogramo para a adição de duas forças. Essa lei é 
baseada em evidência experimental: não pode ser provada ou deduzida 
matematicamente. 


2,3 Vetores 


Observa-se, pelo descrito anteriormente, que forças não obedecem às 
regras de adição definidas na álgebra ou aritmética comuns. For exem- 
plo, duas forças que atuam em um ângulo reto entre si, uma de 4 N 
e a outra de 3 N, somadas resultam em uma força de 5 N, é não em 
uma força de 7 N. Forças não são as únicas quantidades que seguem 
a lei do paralelogramo para adição. Corno você verá mais adiante, des- 
locamentos, velocidades, acelerações c q-uantidades de movimento são 
outros exemplos de quantidades físicas que têm intensidade, direção e 
sentido e que são somadas de acordo com a lei do paralelogramo. Todas 
essas quantidades podem ser representadas matematicamente por ve- 
tores, enquanto aquelas quantidades físicas que têm intensidade, mas 
não direção, tais como volume, massa ou energia , são representadas por 
números simples ou escalares. 

Vetores são definidos como expressões matemáticas que têm inten- 
sidade, direção e sentido^ que se somam de acordo com a lei do para- 
lelogramo. Vetores são representados por selas nas figuras e serão dis- 
tinguidos dos escalares neste texto pelo uso de negrito (P), De forma 
manuscrita, um vetor pode ser expresso pelo desenho de uma pequena 
seta acima da letra usada para representá-lo (F) ou sublinhando-se essa 
letra (P), À intensidade do vetor define o cumprimento da seta usada 
para representá-lo. Neste lexto, a fonte em itálico será usada para deno- 
tar a intensidade de um vetor. Assim, a intensidade de um vetor P será 
representada por P. 

Um vetor usado para representar uma força que atua sobre uma dada 
oartícula tem um ponto de aplicação bem definido, a saber, a partícu- 
la propriamente dita. Diz-se que tal vetor é fixo, ou ligado , e não pode 
ser deslocado sem que se modifiquem as condições do problema. Outras 
quantidades físicas, entretanto, como momentos e binários (ver Gap. 3), 
são representadas por vetores que podem se mover livremente no espaço 
são denominados vetores livres. Ainda outras quantidades, como forças 
atuantes sobre um corpo rígido (ver Gap, 3), são representadas por veto- 





Figuro 2.2 
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Figura 2.4 



Figura 2.5 



res que podem ser deslocados, ou deslizados, ao longo de suas linhas de 
ação, denominados vetores deslizantes 

Dois vetores que têm a mesma intensidade, a mesma direção e o 
mesmo sentido são considerados iguais, independente de terem ou não o 
mesmo ponto de aplicação (Fig. 2.4); vetores iguais podem ser represen- 
tados pela mesma letra. 

O vetor oposto de um dado vetor P é definido como um vetor que 
tem a mesma intensidade e a mesma direção de P e um sentido oposto 
ao de P (Fig. 2.5); o oposto de um vetor P é denotado por ~ P. Os vetores 
P e ”P são geral mente referidos como vetores iguais e opostos . Temos 
então: 

P + (-P) = 0 


2 A Adição de vetores 


Vimos na seção anterior que, por definição, vetores se somam de acordo 
com a lei do paralelogramo. Portanto, a soma de dois vetores P c Q ê 
obtida aplicando-se os dois vetores no mesmo ponto A e construindo- 
-se o paralelogramo, usando P e Q como dois lados do paralelogramo 
(Fig. 2.6), A diagonal que passa por A representa a soma dos vetores P 
e (4 e essa soma é representada por P + Q O fato de o sinal + ser 
usado para representar tanto as adições de vetores como as de escalares 
não deve causar confusão, se as quantidades vetoriais e escalares forem 


sempre cuidado samen te distinguidas. Portanto, devemos notar que a in- 
tensidade do vetor P + Q não é, geral mente, igual ã soma P + Q das 
intensidades dos vetores P e Q. 


* Algumas expressões têm intensidade, direção e sentido, mas não se somam de acordo 
com a lei do paralelogramo. Embora possam ser representadas por setas, essas expressões 
não podem ser consideradas vetores. 

Um grnpo dessas expressões ê o de rotações Imitas de um corpo rígido. Coloque 
um livro fechado sobre uma mesa ã sua I rente, de modo que fique em posição de leitura, 
com a capa para cima e a lombada para a esquerda, Agora gire o livro 1S0‘ :; em torno de 
um eixo paralelo à lombada (Fig. 2,3//); essa rotação pode ser representada por uma seta 
de comprimento igual a ISO unidades e orientada tal como mostra a figura Pegando o 
livro nessa nova posição, gire-o agora 180 c em torno de um eixo perpendicular ã Lombada 
(Fig. 2.3 b); essa segunda rotação pode sei’ representada por uma seta de ISO unidades de 
comprimento e orientada tal como mostra a figura. Mas o livro poderia ter sido colocado 
nessa posição final por meio de uma rotação única de ISÜ : em tomo de um eixo vertical 
(Fig. 2.3c). Concluímos que a soma das duas rotações de I SO' representadas pelas setas 
direcionadas respecti van icnte ao longo dos eixos z e,t ê uma rotação de ISO" representada 
por uma sela direcionada ao longo do eixo i } (Fig. 2.3 d). Obvianiente, as rotações finitas de 
um corpo rígido não obedecem à lei do paralelogramo para adição; em consequênc ia, não 
podem ser representadas por vetores. 





180° 

{«) 

Figura 2.3 Rotações finitas de um corpo rígido. 
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Como o paralelogramo construído com os vetores P e Q não depende 
da ordem em que PeQ são selecionados, concluímos que a adição de 
dois vetores é comutativa^ dada por: 


P + Q = Q + P 



Da lei do paralelogramo, podemos deduzir um outro método para 
se determinar a soma de dois vetores. Esse método, conhecido como a 
regra do triângulo, é apresentado a seguir. Considere a Fig. 2,6, na qual u 
soma dos vetores PeQ foi determinada pela lei do paralelogramo. Como 
o lado do paralelogramo oposto a Q é igual a Q em intensidade e direção, 
podemos desenhar apenas metade do paralelogramo (Fig, 2,7 a), A soma 
dos dois vetores pode, portanto, ser determinada dispondo-se PeQ no 
padrão ponta-a-cauda° e, em seguida, tiniu do -se a cauda de P à ponta 
de Q, Na Fig, 2.7/j. é considerada a outra metade do paralelogramo, e 
obtém-se o mesmo resultado, Isso confirma o fato de que a adição de 
vetores é comutativa. 

A subtração de um vetor é definida pela adição do vetor oposto 
correspondente. Portanto, o vetor P — Q, que representa a diferença 
entre os vetores P e Q f é obtido adicionando- se a P o vetor oposto — Q 
(Fig, 2.8), Temos: 

P - Q = P + (— Q) (2,2) 

Aqui no vam ente devemos observar que, embora seja usado o mesmo si- 
nal para denotar a subtração vetorial e a escalar, serão evitadas confusões 
se forem tomados cuidados para se distinguir entre quantidades escalares 
e vetoriais. 


Vamos agora considerar a soma de três ou mais vetores , A soma de 
três vetores P, Q e S será, por definição, obtida primeiro somando-se os 
vetores P e Q, e depois adicionando- se o vetor S ao vetor P + Q. Temos, 
portanto. 


P + Q + S — {PTQ) + S (2.3) 

De modo semelhante, a soma de quatro vetores será obtida adicionando- 
-se o quarto vetor à soma dos três primeiros. Segue-se que a soma de 
qualquer número de vetores pode ser obtida aplicando-se repetidamente 
a lei do paralelogramo a pares sucessivos de vetores até que todos os ve- 
tores ciados tenham sido substituídos por um único vetor. 


,4 



Figura 2.7 



(«) 

Figura 2.8 



O padrão ponta-a-cauda significa posicionar dois vetores de modo a unir a ponta (final) 
do primeiro vetor à cauda (origem) do segundo vetor. 
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Figura 2.10 


Se os vetores dados são coplanares , ou seja, se eles estão contidos 
no mesmo plano, será fácil obter a sua soma graficamente. Nesse caso, 
a aplicação sucessiva da regra do triângulo 6 preferível à aplicação da 
lei do paralelogramo. Na Fig. 2.9, a soma de três vetores P, Q e S foi 
obtida dessa maneira. A regra do triângulo foi primeiro aplicada para 
se obter a soma F + <*) dos vetores Pe Q f e aplicada novamente para se 
obter a soma dos vetores P + Q e S. A determinação do vetor P + Q, no 
entanto, poderia ter sido omitida, e a soma dos trcs vetores obtida direta- 
mente, como mostra a Fig. 2. 10 , ai opondo-se os vetores dados no padrão 
ponta-a-catida e unindo-se a cauda do primeiro vetor à ponta do último, 
Esse procedimento é conhecido como regra do polígono para adição de 
vetores. 

Observamos que o resultado obtido teria sido o mesmo se, como 
mostra a Fig. 2.1 I , os vetores Q e S tivessem sido substituídos pela soma 
Q + S, Portanto, podemos escrever: 


P + Q + S = (P + Q) + S = P + (Q + S) 


(2.4) 



.4 

Figura 2.1 1 



Figura 2.1 2 



□ que expressa o fato de que 
do que também foi mostrad 


a adição de vetores é associativa. Lembran- 
o que a adição de vetores, no caso de dois 


vetores, é comutativa, temos: 


P + Q + S = (P + Q) + .S = S + (P + Q) , ^ 

= S + (Q + F) = S + Q + F U " ' 

Essa expressão, assim como outras que poderiam ser obtidas da mesma 
maneira, mostra que a ordem em que vários vetores são adicionados é 
irrelevante (Fig. 2,12), 


Produto de um escalar por um vetor. Como é conveniente re- 
presentar a soma P + P por 2P, a soma P + P + P por 3P e, em geral, 
a soma de n vetores iguais P pelo produto n P, definiremos o produto jíF 
de um inteiro positivo n por um vetor P como um vetor que tem a mesma 
direção e o mesmo sentido que P e a intensidade a P. Estendendo essa 
definição para incluir todos os escalares, e lembrando a definição de vetor 
oposto dada na Seção 2.3, definimos o produto /cP de um escalar k por 
um vetor P como um vetor que tem a mesma direção e o mesmo sentido 
que P (se k for positivo), ou a mesma direção e sentido oposto ao de P 
(se k for negativo), e uma intensidade igual ao produto de P e do valor 
absoluto cie A: (Fig, 2.J3). 


2.5 Resultante de várias forças concorrentes 

Considere uma partícula A sobre a qual atuam várias forças coplanares, 
isto é, várias forças contidas em um mesmo plano (Fig. 2 . 1 -1 a ) . Como as 
forças consideradas aqui passam todas por A, também são denominadas 
concorrentes. Os vetores que representam as forças que atuam sobre A 
podem ser adicionados pela regra do polígono (Fig. 2.14/ç). Como o uso 
da regra do polígono é equivalente à aplicação repetida da lei do paralelo- 
gramo, n vetor R assim obtido representa a resultante das forças concor- 
rentes dadas, ou seja, a força única que tem sobre a partícula A o mesmo 
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Figura 2.14 


efeito que as forças originais ciadas. Gomo indicamos acima, a ordem em 
que os vetores P, Q e S 5 representando as forças dadas, suo adicionados 
é irrelevante. 



A 



2.6 Decomposição dos componentes de uma força 

Vimos que duas ou mais forças que atuam sobre uma partícula podem 
ser substituídas por uma força única que tem o mesmo efeito sobre 
a partícula. Reciprocamente, uma força única F que atua sobre uma 
partícula pode ser substituída por duas ou mais forças que, juntas, têm 
o mesmo efeito sobre a partícula. Essas forças sao chamadas de com- 
ponentes da força original F, e o processo de substituição de F por 
estas componentes é denominado decomposição dos componentes da 
força F. 

Obviamente, para cada força F existe um número infinito de pos- 
síveis conjuntos de componentes. Conjuntos de dois componentes P c 
Q sao os mais importantes no que concerne a aplicações práticas. Mas, 
mesmo assim, o número de maneiras pelas quais uma dada força F pode 
ser decomposta em dois componentes é ilimitado (Fig. 2.15), Dois casos 
são de particular interesse: 


1 


4 



Um dos dois componentes, P, ê conhecido, O segundo componente, 
Q, é obtido aplicando-se a regra do triângulo e unindo-se a ponta de 
P à ponta de F (Fig. 2.16); a intensidade, a direção e o sentido de Q 
são determinadas graficamente ou por trigonometria. Uma vez que 
Q tiver sido determinado, ambos os componentes Pe Q devem ser 
aplicados em A. 

A Unha de ação de cada componente é conhecida, A intensidade e o 
sentido dos componentes são obtidos aplicando-se a lei do paralelo- 
gramo e traçando-se retas a partir da ponta de F, paralelas às linhas 
de ação dadas (Fig* 2.17). Esse processo conduz a dois componentes 
bem definidos. PeQ. que podem ser determinados graficamente ou 
calculados trigonometricamente aplicando-se a lei dos senos. 


Muitos outros casos podem ser encontrados; por exemplo, a direção 
de um componente pode ser conhecida, enquanto se deseja que a inten- 
sidade do outro componente seja tão pequena quanto possível (ver Pro- 
blema Resolvido 2.2). Em todos os casos, o triângulo ou paralelogramo 
adequado que satisfaz as condições dadas é representadado. 


A 






Figura 2.16 
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j Q = 60 N 

A 

PROBLEMA RESOLVIDO 2.1 

/\5 r P= 10 N 
K /^ 

As duas forças Pt y atuam sobre um parafuso A. Determine sua resultante. 

V 

J 


r 

a 

SOLUÇÃO 


Solução gráfica. Uni paralelogramo com lados iguais a P e Q e desenha- 


do em escala. A intensidade e o ângulo que define a direção da resultante são 
medidos e os valores encontrado são: 

R = 98 N a = 35° R = 98 N ^35° < 


Pode-se usar também a regra do triângulo. As torças P e i) são dese- 
nhadas no padrão ponta-a-cauda, Novamente, a intensidade e o ângulo que 
define a direção da resultante são medidos. 

R = 98 N tf = 35° R = 98 N ^35* < 


Solução trigo no métrica, A regra do trângulo é usada novamente; dois 
lados e o ângulo incluso são conhecidos. Aplicam os a lei dos cossenos: 


fi 2 = jP- + Ç) 2 — 2 PÇ COS B 

fí 2 = (40 N) 2 + (60 N) 2 - 2(40 N)(60 N) cos 155° 

c 

H = 97,73 N 

Agora, aplicando a lei dos senos, temos: 

sen A sen B sen A sen 155° 

Ç) - R 60 N ~ 97,73 N {1) 

Resolvendo a E q . 1 para sen A, obtemos: 

R = 60 N 

(60 N ) sen 155° 

sen A — 


97,73 N 

Usando uma calculadora, primero calculamos o quociente, em segída 

A - 40 N 

seu arco seno, e obtemos: 

A = 15.01 a « = 20° + A = 35,04° 

Usamos 3 algarismos significativos para escrever a resposta (ver Seção 1.6): 

R = 97,7 N ^235,0° 4 

Q = \ 25,36 

Solução trigonométrica alternativa. Construimos a triângulo retân- 
gulo BC D e calculamos: 

CD = (60 N ) sen 25° = 25,36 N 

BD - (60 N) cos 25° = 54,38 N 


Em seguida, usando o triângulo AC D, obtemos: 


. 25,36 N ,„ p „ 

tg A = — A = 15,04° 

6 94 38 N 

\ 40'Ç^, 94,38 

25,36 

R = R = 97,73 N 

sen A 

L 

Novamente, tf = 20° + A = 354)4° K = 97.7 N ^35,0° ^ 

J 


24 







PROBLEMA RESOLVIDO 2.2 


U ma barcaça é puxada por dois rebocadores, Se a resultante tias forças exer- 
cidas pelos rebocadores é uma força de 22,250 N dirigida ao longo do eixo da 
barcaça, determine («) a força de tração em cada um dos cabos, sabendo que 
a — 15% ( h ) o valor de a para o qual a tração no cabo 2 seja mínima» 



22.250 N 



9 


9 

2 7 


\ 


\ 


\ I 

l j 

1 í 


22.250 N 


m 


i v\ 

f \ 


i \ 




J 
s . 




\ ^ 
v 


O 1 




22,250 N 


V 









SOLUÇÃO 


O. Tração para dl — 45 A Solução grafica* Aplica- se a lei do paralelo- 
gramo; a diagonal (resultante) é conhecida, igual a 22.250 N, e esta dirigida 
para a direita. Os lados são desenfiados paralelos aos cabos. Se o desenha for 
leito em escala, medimos: 


7\ = 16.200 N 


1, - 11.500 N 


Solução trigométrica . Pode-se aplicar a regra do triângulo. Notamos que 
o triângulo mostrado representa metade do paralelogramo mostrado acima. 
Aplicando a lei dos senos, temos: 


7 


7' 

* 2 


22.2,50 N 


sen 45° sen 30° sen 105° 

Com uma calculadora, primeiro calculamos e armazenamos o valor do 
último quociente. Miitiplicando esse valos sucessivamente por sen 45 e 
sen 3Ü\ obtemos: 


7, = 16.288 N 


T., = 1L517N < 


fa. Valor de a para J 2 mínimo. Para determinar o valor de a para o 
qual a tração no cabo 2 ê mínima, aplica-se novameiite a regra do triângulo. 
No croqui mostrado, a linha 1-V é a direção conhecida de Tj. Várias dire- 
ções possíveis de T, são mostradas pelas linhas 2-2 \ Observa-se que o valor 
mínimo de Th ocorre quando n T, e o T„ são perpendiculares, O valor de e 

T 2 = (22.500 N) sen 30° = 11.125 N 
Os valores correspondentes de / , e á são 


7\ = (22.500 N) eos 30° = 19.269 N 
a = 90 a - 30° 


a - 60° 
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METODOLOGIA PARA 
A RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS 


A 


s seções anteriores foram dedicadas à introdução e à aplicação da lei do paralelogramo para a 
adição do vetores. 


Apresentamos dois problemas resolvidos. No Problema 2.1. a lei do p a rareio grani a foi usada para 
determinar a resultante de duas forças de intensidade, direção e sentido conhecidas. Já no Proble- 
ma 2.2, a lei foi usada para descobrir uma força dada em dois componentes de direção e sentido 
conhec 


Agora você vai ser solicitado a resolver problemas por conta própria. Alguns podem parecer com 
um dos problemas resolvidos; outros não. () que todos os problemas desta seção têm em comum é 
que podem ser solucionados pela aplicação direta da lei do paralelogramo. 

A solução para um dado problema deve consistir nos seguintes passos: 


1. Identifique quais das forças são as forças aplicadas e qual é a resultante. Fre- 
quentemente é útil escrever a equação vetorial que mostra como as forças estão relacionadas, Por 
exemplo, no Probl ema Resolvido 2. 1 teríamos: 


R = F + Q 


Você deve ter em mente essa relação enquanto formula a próxima parte da sua solução, 


2. Desenhe um paralelogramo tendo as forças aplicadas como dois lados adjacen- 
tes e a resultante como a diagonal inclusa (Fig. 2.2). Alternativamente, você pode usara 
regra do triângulo com as forças aplicadas desenhadas no padrão ponta-a-cauda e com a resultante 
se estendendo da cauda do primeiro vetor à ponta do segundo (Fig. 2.7). 


3. Indique todas as dimensões. Usando um cios triângulos da paralelogramo ou o triân- 
gulo construído de acordo com a regra do triângulo, indique todas as dimensões - sejam lados ou 
ângulos - e determine as dimensões desconhecidas, seja graficamente ou por trigonometria. Se 
você usar trigonometria, lembre-se de que, se dois lados e o ângulo incluso forem conhecidos [Pro- 
blema Resolvido 2.1], a lei de cossenos deve ser aplicada primeiro; e de que, se um lado e todos 
os ângulos forem conhecidos | Problema Resolvido 2.2], a lei de senos deve ser aplicada primeiro. 


Se você sabe um pouco de Mecânica, pode se sentir tentado a ignorar as técnicas de solução dessa 
lição em favor da decomposição das forças em componentes retangulares. Esse método também é 
muito importante e, por isso, será considerado na próxima seção, mas o uso da lei do paralelogramo 
simplifica a solução de muitos problemas e deve ser dominado eomp let amente neste momento. 
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PROBLEMAS* 


2.1 Duas torças P e Q são aplicadas no ponto Á de um suporte tipo gan- 
cho, Sabendo que P — 75 N e Ç = 125 N, determine graficamente 
a intensidade» a direção e o sentido da resultante usando {* 7 } a lei do 
paralelogramo, (h) a regra do triângulo. 

2.2 Duas 1 orças P e Q são aplicadas 110 ponto A de um suporte tipo gan- 
cho, Sabendo que P — 266 N e Ç — 110 N, determine graficamente 
a intensidade, a direção e o sentido da resultante usando («} a lei do 
paralelogramo, (h) a regra do triângulo. 

2.3 Os cabos AB e AD ajudam a suportar o poste AC. Sabendo que a 
tração e 500 N em AB e 160 N em AD, determine graficamente a 
intensidade, a direção e o sentido da resultante das forças exercidas 
pelos cabos cm A usando [a .) a lei do paralelogramo c (b) a regra do 
triângulo. 



Q 

Figura P2.1 e P2.2 


ÍlA 


- 2 in 

Figura P2,3 



1 V 


\ 



2 . 4 D ua s f o iça s são ap 1 i cada s 1 1 o p ot 1 to B d a viga AB, De te r n 1 in e gr a fi ca - 
mente a intensidade, a direção e o sentido de sua resultante usando 
(a) a lei do paralelogramo, (h) a regra do triângulo. 

2.5 A força de 1.330 X deve ser decomposta em componentes ao longo 
das linhas a-a e b-h f . (a) Usando trigonometria, determine o ângulo 
a sabendo que o componente ao longo de a-a 1 é 530 N, ( b ) Qual é o 
valor correspondente do componente ao longo de h-íP è 



Figura P2.5 e P2.6 


2*6 A força de 300 N deve ser decomposta em componentes ao longo 
das linhas a-a 1 e b-h* . (a) Usando trigonometria, determine o ângulo 
of sabendo que o componente ao longo de b-b' é 120 N. (b) Qual é o 
valor correspondente do componente ao longo de a-a'? 

2.7 Duas í orças são aplicadas a um suporte tipo gancho indicadas na ligu- 
ra. Usando trigonometria c sabendo que a intensidade de P é 35 N, 
determine (a) o ângulo requerido a se a resultante R das duas forças 
aplicadas no suporte for horizontal, e (b) a intensidade corresponden- 
te de R. 



50 N 


Figura P2.7 


g As respostas a todos os problemas escritos ení fonte normal (tal eoino 2.1 ) estão no final 
do livro. As respostas a problemas cujo número é escrito em itálico (tal como 2.4 ) não são 
dadas. 
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Figura P2*9 e P2.10 


2,3 Para o suporte tipo gancho do Problema 2,1 , usando trigonometria e 
sabendo que a intensidade de P é 75 N, determine {a) a intensidade 
requerida da força Q se a resultante R das duas torças aplicadas em A 
for vertical, (b) a intensidade correspondente de K. 

2.9 Um carrinho de mão que se movi menta ao longo da viga horizontal e 
acionado por duas forças indicadas na figura, ia) Sabendo-se que a 
— 25", determine, usando trigonometria, a intensidade da força P se a 
força resultante sobre o carrinho de mão e vertical, (b) Qual a inten- 
sidade correspondente da resultante? 

2. 1 0 Um carrinho de mau que se movimenta ao longo da viga horizontal c 
acionado por duas forças indicadas na figura. Usando a trigonometria, 
lí intensidade, direção e sentido da força P se a torça resultante sobre 
o carrinho de mão e vertical e de valor igual a 2*500 N. 


2*1 1 Um tanque de aço deve ser posicionado em uma escavação. Saben- 
do-se que a = 20°, determine, usando trigonometria, (#i) a intensida- 
de requerida para a força P se li resultante R das duas forças aplicadas 
cm Â e vertical ( b ) a correspondente intensidade de R. 



Figura P2.ll &P2.Í2 


2.72 


Um tanque de aço deve ser posicionado em uma escavação* Saben- 
do-se que a intensidade de P — 2.220 N, determine, usando trigo- 
nometria (a) o ângulo requerido se a resultante R das duas forças 
aplicadas em A ê vertical (b) a correspondente intensidade de R, 


2*1 3 Para o suporte tipo gancho do Problema 2.7, determine, usando tri- 
gonometria* (a) a intensidade e a direção da menor força P para que a 
resultante R das duas torças aplicadas no suporte seja horizontal, (h) 
a correspondente intensidade de R< 


2*14 Para o tanque de aço do Problema 2*11, determine, usando trigono- 
metria, (c) a intensidade e a direção da menor força P para a qual a 
resultante R das duas forças aplicadas cm A seja vertical, (h) a corres- 
pondente intensidade de R. 

2*15 Resolva o Problema 2.2 usando trigonometria. 

2*16 Resolva o Problema 2*3 usando trigonometria. 

2*1 7 Resolva o Problema 2*4 usando trigonometria* 
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2.18 Dois elementos estruturais A e B são parafusados a uin suporte, como 
mostra a figura. Sabendo que ambos os elementos estão em compres- 
são e que a força é 15 kX no elemento A e 10 kN no elemento B, 
determine, usando trigonometria, a intensidade, a direção e o sentido 
da resultante das forças aplicadas ao suporte pelos elementos A e B 


2,1 9 Dois elementos estruturais A e B são parafusados a um suporte, como 
mostra a figura. Sabendo que ambos os elementos estão em compres- 
são e que a força e 10 kX no elemento A e 15 kN no elemento B 7 
determine, usando trigonometria, a intensidade, a direção e o sentido 
da resultante das forças aplicadas ao suporte pelos elementos A e B. 


2,20 Para o suporte tipo gancho do Problema 2.7, sab endo-se que 
P = 75 N e üf = 50°, determine, usando trigonometria, a intensidade 
e a direção da resultante das duas forças aplicadas no suporte. 



Figura P2. 18 e P2A9 


2,7 Componentes retangulares de uma força e 
vetores unitários* 

Em muitos problemas, será desejável decompor uma força em dois com- 
ponentes que são perpendiculares entre si. Na Fig, 2.18. a força F foi 
decomposta em um componente F v ao longo do eixo x e um componente 
F JV ao longo do eixo tj. O parale logr amo desenhado para se obter os dois 
componentes é um retângulo, e F, e F são chamados de componentes 
retangulares* 


[í 


X 


Figura 2.1 8 



U 




Figura 2.19 


Os eixos x e ij geral mente são dispostos na horizontal e na vertical, 
respectivamente, como na Fig. 2.18; podem, no entanto, ser dispostos em 
duas direções perpendiculares quaisquer, corno mostra a Fig. 2,19. Na 
determinação dos componentes retangulares de uma força, o estudante 
deve pensar nas linhas de construção representadas nas Figs. 2.18 e 2. 19 
como sendo paralelas aos eixos x e em vez de perpendiculares a esses 
eixos. Essa prática ajudará a evitar erros na determinação de componen- 
tes oblíquos, corno na Seção 2.6. 


° As propriedades estabelecidas nas Seções 2.7 e 2-8 podem ser facilmente estendidas a 
componentes retangulares cie qualquer quantidade vetorial. 
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K 


Intensidade = 1 


x 


Figura 2.20 



Dois vetores de intensidade unitária, dirigidos respectivamente ao 
longo dos eixos positivos x e j/, serão introduzidos neste ponto, Esses 
vetores são denominados vetores unitários e são representados por í e 
j, respectivamente (Fig. 2.20). Lembrando a definição do produto de 
um escalar por um vetor dada na Seção 2.4, notamos que os componen- 
tes retangulares F, e F J; da força F podem ser obtidos multiplicando- 
-se respectivamente os vetores unitários i e j pelos escalares apropriados 
(Fig. 2.21). Temos: 

K = Fj = Fj ( 2 . 6 ) 

e 



(2.7) 


Em hora os escalares F, e F possam ser positivos ou negativos, depen- 
dendo do sentido de F y e F , seus valores absolutos são respectivamente 
iguais às intensidades das forças componentes F v e F . Os escalares F, e 
F tj são denominados componentes escalares da força F, enquanto as ver- 
dadeiras forças componentes F e F recebem o nome de componentes 
vetoriais de F. Entretanto, quando não houver possibilidade de confu- 
são, podemos chamar tanto os componentes vetoriais quanto os compo- 
nentes escalares de F simplesmente de componentes de F. Notamos que 
o componente escalar F x é positivo quando o componente vetorial F 1 ti- 
ver o mesmo sentido que o vetor unitário i (ou seja, o mesmo sentido que 
o eixo x positivo) e é negativo quando F tiver sentido oposto. Pode-se 
chegar a uma conclusão semelhante com relação ao sinal do componente 


escalar F . 

y 

Representando por F a intensidade da força F e por 0 o ângulo entre 
F e o eixo r, medido no sentido anti-horário a partir do eixo x positivo 
(Fig. 2.21 ), podemos expressar os componentes escalares de F da seguin- 


te maneira: 


F x — F cosfJ F = F sen0 (2.8) 

Notamos que as relações obtidas valem para qualquer valor do ângulo 0 , 
de 0" a 360° e que definem tanto o sinal como o valor absoluto dos com- 
ponentes escalares F x e F , 


EXEMPLO 1 Uma força de 800 N é exercida no parafuso A, como mostra a 
Fig. 2.22a. Determine os componentes vertical e horizontal dessa força, 

Para se obter o sinal correto para os componentes escalares F s e F r/ , o valor 0 
nas Eqs. (2.8) deve ser substituído por 180° — 35 = 1 45 \ Entretanto, pode ser 
mais prático determinar por inspeção os sinais de F x e F (Fig. 2.22/;) e usar as 
funções trigonométricas do ângulo a - 35°. Escrevemos, portanto: 


F x = —F cos a = -(800 N) cos 35° 
F tf — +F seu a — +(800 N) sen 35 £ 


- 655 N 
+459 N 


Os componentes vetoriais de F são, então: 


Fx = -(655 N)i 


e podemos escrever F na forma 


F tj = +(459 N)j 


F = —(655 N)i + (459 N)j 


Figura 2.22 
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EXEMPLO 2 Um homem puxa com a força de 300 X uma corda amarrada a 
um edifício, como mostra a Fig. 2,23a, Quais são os componentes horizontal e 
vertical da força exercida pela corda no ponto A? 

Vê-se da Fig, 2.23 b que: 

F x — +(300 N) cos a F tj — —(300 N) sen a 
Observamos que AB — 10 m. obtemos da Fig. 2,23a: 


8 m 8 rn 


6 rn 6 rn 


3 


cosa — 


AB 


10 m -5 


sen a — 


AB 


10 m 5 


Portanto, obtemos 


W 




x 


A intensidade F da força pode ser obtida aplicando-se o teorema de Pitá- 
goras da seguinte maneira: 


F= Vf* + Ffj 


( 2 . 10 ) 


ou resolvendo-se em termos de F uma da Eqs, (2.8) 


EXEMPLO 3 Uma força F = (3.150 N )i + (6,750 N)j 6 aplicada a um parafuso 
A, Determine a intensidade da força e o ângulo 0 que ela forma com a horizontal, 
Primeiro desenhamos um diagrama mostrando os dois componentes retan- 
gulares da força e o ângulo $ (Fig. 2.24). A partir da Eq. (2.9), temos: 


t y 6,750 N 

tg 6 — — 

F r 3.150 N 


Usando urna calculadora*, digitamos 6.750 N e dividimos por 3,150 
cu laudo o arco tangente do quociente, obtemos 6 - 65 ,0 o . Resolvendo a s 
das Eqs. (2.8) para F t temos: 


N; cal- 
segunda 


F, 


F = 


6.750 N 


sen 0 sen 65* 


= 7.448 N 


O último calculo é facilitado se o valor de F u for armazenado na memória quando 
originar ti ente digitado; ele pode, então, ser chamado de volta para ser dividido 
por sen 8. H 



F ,= (3.150 N)í 


x 


Figura 2.24 


g Supõe-se que a calculadora usada tenha teclas para o cálculo cie funções trigonométricas 
e trigonométricas inversas. Algumas calculadoras lambem tem fedas para conversão di- 
reta de coordenadas retangulares ern eram 1 erradas polares, e vice-versa. Tais calculadoras 
eliminam a necessidade de se calcularem funções trigonométricas nos Exemplos I, 2 e 3 e 
em problemas cio mesmo tipo. 
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A 






(rO 


Figura 2.25 


2*8 Adição de forças pela soma 
dos componentes xey 

Foi visto na Seção 2.2 que forças devem ser adicionadas de acordo com a 
lei do paralelogramo, A partir dessa lei, dois outros métodos, mais facil- 
mente 1 aplicáveis a soluções gráficas de problemas, foram apresentados 
nas Seções 2.4 e 2.5: a regra do triângulo para adição de duas forças e a 
regra do polígono para adição de Ires ou mais forças. Foi também visto 
que o triângulo de forças usado para se definir a resultante de duas forças 
poderia ser usado para se obter uma solução trigonométrica. 

Quando três ou mais fo rças são adicionadas, nenhuma solução trigo- 
nométrica prática pode ser obtida do polígono de forças que define a re- 
sultante das forças. Nesse caso, uma solução analítica do problema pode 
ser obtida decompondo cada força em dois componentes retangulares. 
Considere, por exemplo, três forças P, Q e S atuando sobre uma partícu- 
la A (Fig. 2.25*7 ■. A resultante R dei as é definida pela relação: 

R - P + Q + S (2. 11) 

Decompondo cada força em seus componentes retangulares, escreve- 
mos: 

R* i + = íy + i\ j + Q x i + Q y j + S x i + SJ 

= (P t + Q x + S r )Í + (P + Q + S )j 


ue onde temos que 

K = P< + Q* + s * R ,j = r.j + Q,j + s 9 

ou, em notação reduzida 


( 2 . 12 ) 


ü. = I F 


fi , = 2F , 


(2.13) 


Concluímos que os componentes escalares B , e R cln resultante R de 
várias forças que atuem sob te uma partícula são obtidos adicionando- 
-se cd^eb ricamente os correspondentes componentes escalares das forças 
dadas * 

Na prática, a determinação da resultante R é feita em três passos, 
como ilustra a Fig. 2.25. Primeiro as forças dadas mostradas na Fig. 2.25 a 
são decompostas em seus componentes v e \j (Fig. 2.25/;). Adicionando 
esses componentes, obtemos os componentes x e ij de K (Fig. 2.25c). 
Por fim, a resultante R = KJ + KJ é determinada aplicando-se a lei do 
paralelogramo (Fig. 2.25ti), Esse procedimento será mais eficiente se os 
cálculos forem dispostos em uma tabela. Este é o único método analítico 
prático para a adição de três cm mais lo rças, c 6 também, muitas vezes, 
preferido em vez da solução trigonométrica, no caso da adição de duas 
forças. 


* Ohviamente, esse resultado também se aplica à adição de outras quantidades vetoriais, 
tais como velocidades, acelerações ou quantidades de movimento. 







PROBLEMA RESOLVIDO 2.3 


Quatro forças atuam no parafuso À i como mostrado na figura. Determine. 1 u 
resultante das forças no parafuso. 


(i' 2 tios 20 )j 




R, (14 t 3 N)j 


R, = (199,1 N)i 


SOLUÇÃO 


Os componentes x e ij de cada força são determinados por trigonometria 
como mostra a figura e são inseridos na tabela a seguir. De acordo com a 
convenção adotada na Seção 2.7, o número escalar que representa o com- 
ponente da força e positivo se o componente da força tem o mesmo sentido 
que o eixo coordenado correspondente. Logo, os componentes x atuando 
para a direita e os componentes tf atuando para cima são representados por 
mi meros positivos. 


Força 

Intensidade, N 

Componente x, N 

Componente y f N 

F, 

150 

+ 129,9 

+ 75,0 

f 2 

80 

-27,4 

+ 75,2 

F 

110 

0 

-110,0 

f 4 

100 

+ 9 ó,ó 

-25,9 



R, = +199,1 

R y = +1 4,3 


Então, a resultante R das quatro forças é: 

R = Ri + RJ R = (199.1 N)i + (14,3 N)j < 

À intensidade, a direção e o sentido da resultante podem agora ser de- 
terminados. A partir do triângulo mostrado, temos: 


n 


= 


R = 


y 14,3 N 


H v 199J N 


a = 4,1° 


14.3 N 


sen a 


= 199,6 N 


R - 199,6 N ^4,r < 


Com uma calculadora, o último cálculo fica mais fácil se o valor de fq 
for armazenado na memória quando digitado pela primeira vez. Depois, 
poderá ser recuperado e dividido por sen ot ( ver também a nota de rodapé 
na página 31). 
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METODOLOGIA PARA 
A RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS 


V 


ocê viu na seção anterior que a resultante de duas forças pode ser determinada graficamente 
ou a partir da trigonometria de um triângulo oblíquo. 


A. Quando três ou mais forças estão envolvidas, a determinação de sua resultante R 

é feita mais facilmente decompondo-se primeiro cada força em componentes retangulares , Dois 
casos podem ser encontrados, dependendo do modo como cada uma das forças dadas é definida: 

Caso 1 . A força F é definida por sua intensidade F e pelo ângulo a que ela forma 
com o eixo x. Os componentes .v c // cia força podem ser obtidos multiplicando-se F por tos a e 
sen a, respectivamente [Exemplo lj. 

Caso 2. A força F é definida por sua intensidade F e pelas coordenadas de dois 
pontos A e B em sua linha de ação (Fig. 2.23). O ângulo a que F forma com o eixo x pode 
ser determinado primeiro por trigonometria. Entretanto, os componentes de F também podem 
ser obtidos díretamente a partir das proporções entre as várias dimensões envolvidas, sem de fato 
determinar a [Exemplo 2]. 

EL Componentes retangulares da resultante. Os componentes R x e R f/ da resultante po- 
dem ser obtidos somando-se alge lírica mente os componentes correspondentes das forças dadas 
[ P roblem a Resolvido 2.3]. 


Você pode expressar a resultante forma vetorial usando os vetores unitários i e j, que são direcio- 
nados ao longo dos eixos x e tf, respectivamente: 


R = Ri + Rí 


Você também pode determinar a intensidade, a direção e o sentido da resultante solucionando o 
triângulo retângulo de lados R,. e R, para R e para o ângulo que R forma com o eixo x. 
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2.21 


PROBLEMAS 

e 2*22 Determine os componentes x e j de cada unia das forças 
indicadas, 



Figura P2.21 



2.23 q 2*24 Determine os componentes x e tj de cada nina das forças 
indicadas, 




260 N 


x 



220 N 

Figura P2.23 


I S0 N 


y 


120 N 



x 



Figura P2.24 


2.25 O elemento BD exerce sobre o elemento A$C uma força P dirigida 
ao longo da linha BD. Sabendo que P deve ter um componente ho- 
rizontal de 1330 N, determine (ã) a intensidade da força P, ( b ) sua 
com ponen te vertical , 



Figura P2-25 


35 


36 Mecânico vetorial para engenheiros: estática 




Figura P2.26 


2.26 Um cilindro hidráulico BD exerce sobre o membro ABC uma força P 
dirigida ao longo da linha BD, Sabendo que P tem um componente 
perpendicular a ABC de 750 N, determine ( n ) a intensidade da força 
P, (h) sua componente paralela a ABC. 

2.27 O cabo de sustentarão BD exerce no poste telefônico AC urna força 
P dirigida ao longo de BD. Sabendo que P tem uma componente cie 
120 N perpendicular ao poste AC, determine (a) a intensidade da 
força P ? (7? ) sua componente ao longo da linha AC . 


2,28 O cabo de sustentação BD exerce no poste telefônico AC uma força P 
dirigida ao longo de BD. Sabendo que P tem um componente de 
ISO N ao longo da linha AC. determine i/í) a intensidade da força P, 
( h ) sua componente em uma direção perpendicular a AC. 



Figura 92.29 


2.29 O elemento CB de um torno de bancada (morsa) exerce no bloco B 
uma força P dirigida ao longo da linha CB. Sabendo que P tem uma 
componente horizontal de 1 200 N, determine (tf) a intensidade da 
força P, ( b ) sua componente vertical, 

2.30 O cabo AC exerce sobre a viga AB a torça P dirigida ao longo da linha 
AC. Sabendo que P tem uma componente vertical de 1,560 N, deter- 
mine (tf ! a intensidade da força P, ( b ) sua componente horizontal., 





100 N 



Figura P2,3G 


2.31 Determine a resultante das três forças do Problema 2.22. 

2.32 Determine a resultante das três forças do Problema 2.24, 

2.33 Determine a resultante das três forças do Problema 2.23. 

2.34 Determine a resultante das três forças do Problema 2,21. 

2.35 Sabendo que Ct — 35°, determine a resultante das três forças indicadas. 


Figura P2.35 
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2.36 Sabendo que a tração no cabo BC e 725 N T determine a resultante das 
três forças exercidas no ponto B da viga AB 



Figura P2.36 



2,37 Sabendo que a = 407, determine a resultante tias três í orças indicadas. Figura P2.37 e P2.38 


2.38 Sabendo que a = 75% determine a resultante das três forças indicadas. 

2.39 Para o anel do Problema 2.35, determine (a) o valor necessário de a 
para que a resultante das forças seja na vertical, (b) a correspondente 
intensidade da resultante. 

2.40 Para a viga do Problema 2.36, determine (a) a tração necessária no 
cabo BC se a resultante das três torças exercidas no ponto B seja ver- 
tical, (h) a correspondente intensidade da resultante. 

2.41 Determine (a) u tensão de tração necessária no cabo AC, sabendo 
que a resultante das três I orças exercida no ponto C da liaste BC seja 
ao longo da linha BC, (b) a correspondente intensidade da resultante. 

2.42 Para o bloco dos Problemas 2.37 e 2.38, determine (a) o valor neces- 
sário de a para que a resultante das três forças mostradas seja paralela 
ao plano inclinado, (b) a correspondente intensidade da resultante. 



330 N 


Figura P2.4 T 


2,9 Equilíbrio de uma partícula 


Nas seções anteriores, discutimos os métodos para se determinar a resul- 
tante de várias forças que atuam sobre uma partícula. Embora isso não 
tenha ocorrido em nenhum dos problemas considerados até aqui, é perfei- 
tamente possível que a resultante seja zero. Nesse caso, o eleito resultante 
das forças dadas é nulo, e diz-se que a partícula está em equilíbrio. Temos, 
então, a seguinte definição: Quando a resultante de todas as forças que 
atuam sobre uma partícula é igual a zero , a partícula esta em equilíbrio. 

Uma partícula sobre a qual se aplicam duas forças estará em equilí- 
brio se as duas forças tiverem a mesma intensidade e a mesma linha de 
ação, mas sentidos opostos, A resultante dessas duas forças é, então, igual 
a zero. Tal caso é ilustrado na Fig. 2.26. 



■m N 


450 N 


Figura 2.26 
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F, = 1.350 N 



F, = 779. 1 N 


Outro caso de equilíbrio de uma partícula é representado na 
Fig. 2.27, que mostra quatro forças atuando em A, Na Fig. 2,28, a resul- 
tante das (orças dadas é deter mi nada pela regrado polígono. Começando 
no ponto O com F 1 e dispondo as forças no padrão ponta- a- cauda, encon- 
tramos que a ponta de F, coincide com o ponto inicial O. Logo, a resul- 
tante R do sistema de forças dado é zero e a partícula está em equilíbrio. 

O polígono fechado desenhado na Fig, 2.28 fornece uma expressão 
gráfica para o equilíbrio de A, Para expressar algébrica mente as condi- 
ções de equilíbrio de uma partícula, escrevemos: 


(2.14) 


R = XF = 0 

Decompondo cada força F em componentes retangulares, temos: 

X(Fi + íy) = 0 OU (iFJi + &F) j - Ü 

Concluímos que as condições necessárias e suficientes para o equilíbrio 
de mu a partícula são: 


SF =0 


IF = 0 


(2.15) 


Retomando a partícula mostrada na Fig. 2.27, verificamos que as condi- 
ções de equilíbrio sfio satisfeitas. Escrevemos 


ZF, = 1 .350 N - (900 N) sen 30° - (1 .800 N) sen 30° 
= 1.350 N - 450 N - 900 N = 0 

-779,4 N - (900 N) cos 30° + (1.800 N) eos 30* 
= -779,4 N - 779,4 N + 1.558,8 N = 0 




2*10 Primeira lei de Newton do movimento 

No Fim do século XVII, Sir Isaac Newton formulou três leis fundamentais 
nas quais se baseia a ciência da mecânica. Á primeira dessas leis pode ser 
enunciada nos seguintes termos: 

Se a força resultante que atua sobre uma partícula ê nula , a partícula 
permanecerá em repouso {se original mente ent repouso) ou se moverá à 
velocidade constante em linha rela (se originalmente em movimento). 

Dessa lei e da definição de equilíbrio dada na Seção 2.9, concluí-se 
que uma partícula em equilíbrio ou está em repouso ou se desloca em 
linha reta â velocidade constante. Na próxima seção, serão considerados 
vários problemas que envolvem o equilíbrio de uma partícula. 


2.11 


Problemas que envolvem o equilíbrio de uma 
partícula e diagramas de corpo livre 

Na prática, um problema de engenharia mecânica é derivado de uma si- 
tuação física real Um esboço mostrando as condições físicas do problema 
é conhecido como diagrama espacial . 

Os métodos de análise discutidos nas seções precedentes aplicam-se 
a sistemas de forças que atuam sobre uma partícula. Muitos problemas 
que envolvem estruturas reais, entretanto, podem ser reduzidos a pro- 
blemas que envolvem o equilíbrio de uma partícula. Isso é feito esco- 
lhendo-se urna partícula significativa e traçando-se um diagrama sepa- 
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rado mostrando essa partícula e todas as forças que atuam sobre ela. íal 
diagrama é denominado diagrama de corpo livre . 

Como exemplo, considere o caixote de 75 kg mostrado no diagrama 
espacial da Fig, 2.29m Esse caixote encontra-se entre dois edifícios, e e 
carregado em um caminhão que irá removê-lo. O caixote é sustentado 
por um cabo vertical, que está fixado em A a duas cordas que passam por 
roldanas presas aos edifícios em B e C. Deseja-se determinar a tração em 
cada uma das cordas AB e AC. 

Para resolver esse problema, deve-se traçar um diagrama de coipo livre 
mostrando a partícula em equilíbrio* Como estamos interessados nas forças 
de tração nas cordas, o diagrama de corpo livre deve incluir ao menos uma 
dessas forças de tração ou, se possível, ambas as forças de tração. Observa- 
-se que o ponto A é um bom corpo livre para esse problema. O diagrama de 
c o rpo li v r e d o pon to A está re p re s e n t ado n a Fig. 2.29/?. A figura mostra o 
ponto A e as forças exercidas nele pelo cabo vertical e pelas duas cordas* A 
força exercida pelo cabo é dirigida para baixo, e sua intensidade é igual ao 
peso W do caixote* Recordando a Eq* (1*4), lemos; 

W — mg — (75 kg) (9, 81 m/s") — 736 N 

e indicamos esse valor no diagrama de corpo livre* As forças exercidas 
pelas duas cordas não são conhecidas* Como elas são respectivamente 
iguais em intensidade às forças de tração na corda AB e na corda AC, 
vamos designá-las por T^ B e T u e desenhá-las afastando-se de A nas di- 
reções mostradas no diagrama espacial* Nenhum outro detalhe é incluído 
no diagrama de corpo livre* 

Como o ponto A está em equilíbrio, as três forças que atuam sobre 
ele devem formar um triângulo fechado quando desenhadas no padrão 
pon ta- a-cauda, Esse triângulo de forças foi desenhado na Fig. 2.29c. Os 
valores i\ B e l\ c das forças de tração nas cordas podem ser encon trad os 
graficamente se o triângulo for desenhado em escala, ou podem ser en- 
contrados por trigonometria. Se for escolhido o último método de solu- 
ção, usamos a lei dos senos c escrevemos; 


T 


AB 


AC 


sen 60° sen 40° 
T áB = 647 N T ÁC 


736 N 
80° 
480 N 


Quando uma partícula está em equilíbrio sob três forças, o proble- 
ma pode ser resolvido desenhando-se um triângulo de forças. Quando a 
partícula está em equilíbrio sob mais de três forças 7 o problema pode ser 
resolvido graficamente desenhando -se um polígono de forças. Se dese- 
jarmos uma solução analítica, devemos resolver com auxílio das equações 
de equilíbrio, dadas na Seção 2.9; 


XF = 0 


XF„ = 0 


(2.15) 


Essas equações podem ser resolvidas para não mais do que duas incóg- 
nitas; de modo idêntico, o triângulo de forças usado nesse caso de equilí- 
brio sob três forças pode ser resolvido para duas incógnitas. 

Os tipos mais comuns de problemas são aqueles nos quais as duas 
incógnitas representam (1) os dois componentes (ou a intensidade e a 
direção) de uma única força, (2) as intensidades de duas forças, cada qual 
de direção conhecida. Problemas envolvendo a determinação do valor 
máximo ou mínimo da intensidade de uma força são também encontra- 
dos (ver Problemas 2.57 a 2.6 i ) 



(í?) Diagrama espacial 





Ah 


, 36 N 


(f?) Diagrama 
de corpo livre 

Figura 2.29 



de forcas 



Fofo 2.1 Como ilustra o exemplo 
anterior, é possível determinar as forças 
de tração nos cabos que sustentam o 
eixo mostrado tratando o gancho como 
uma partícula e, então, aplicando as 
equações de equilíbrio às forças que 
atuam sobre o gancho. 





PROBLEMA RESOLVIDO 2.4 



Numa operação de descarregamento de um navio, uma automóvel de 
15*750 N e sustentado por um cabo* Uma corda e amarrada ao cabo em A e 
puxada para pousar o automóvel na posição desejada, O angulo entre o cabo 
e a vertical é de 2 . enquanto o angulo entre a corda e a horizontal e de 30°. 
Qual 6 a tração da corda? 


J 

\ 

SOLUÇÃO 


Diagrama de corpo ii vre, O ponto A é escolhido como um corpo livre, 
podendo, assim, desenhar o diagrama de corpo livre completo T Af] é atração 
no cabo e T ÁC e a tração na corda. 

Condição de equilíbrio* Como apenas três for ças atuam no corpo li- 
vre, desenhamos um triângulo de forças para expressar que o corpo está em 
equilíbrio. Usando a lei dos senos, temos: 



sen 



sen 2 o 


15.750 N 
sen 58° 


Com uma calculadora, primeiro calculamos e armazenamos na memó- 
ria o valor do ultimo quociente* Multiplicando-se esse valor sucessivamente 
por sen 120° e por sen 2 3 , obtemos 


T ab = 1 6.084 N 


T m: = 648 N 





\ 

PROBLEMA RESOLVIDO 2.5 

Determine a intensidade e a direção da menor força F que irá manter ern 
equilíbrio a embalagem mostrada na figura. Observe que a força exercida 
pelos ro letes a embalagem ê perpendicular ao plano inclinado. 


SOLUÇÃO 


Diagrama de corpo livre* Escolhemos o pacote como um corpo livre, 
supondo que ele pode ser tratado como uma partícula. Desenhamos o dia- 
grama de corpo livre correspondente. 

Condição de equilíbrio* Como apenas três forças atuam no corpo li- 
vre, de senh amos um triângulo de forças para expressar que o corpo está em 
equilíbrio. A linha l-l r representa a direção conhecida de F. Para obter o 
valor mínimo da força 1 ", escolhemos a direção de F perpendicular â de P. 
Da geometria do triângulo obtido, encontramos: 


F - (294 N) sen 15° = 76,1 N 


a = 15 a 

F = 76,1 N 5^15° 4 
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0,45 tu 


Bi 

1 C 

N. a 

PK t 

1 1,2 m 

Escoamento 

i 

J 1 t 

1,2 m 

1 

F 




PROBLEMA RESOLVIDO 2.6 


Comu parte do projeto de um novo baeo a \ ela* deseja-se determinar a força 
de arrasto que pode ser esperada a uma dada velocidade* Para tal. é colocado 
um modelo do casco proposto em um canal de teste e são usados três cabos 
para manter sua proa na línlia do centro do canal, Leituras do dinamornetro 
indicam que, para uma dada velocidade, a tração 6 de ISO N no cabo AB e 
de 270 N no cabo AE. Determine a força de arrasto exercida no casco e a 
tração no cabo AC. 



0 = 20, 56’ 


V 


D 


(ISO N) cos 60,26* j 


60,2G U -r 



cos 20,56'' i 


T M: sen 20,56“ i 


■(tSON ) sen 60,26" i | A F D i 

—(270 N)j 


.v 


F ü - 88,5 N 



o = 60,26 a 


SOLUÇÃO 


Determinação dos ângulos. Prim eiro, determinam-se os ângulos a e 
que definem as direções dos cabos AB e AC. Temos: 


tgo 


2,1 m 


1,2 m 
u = 60,26° 


= 1,75 


0,45 m 

tgj3 = ~rz — = 0,375 

l ,2 m 

j8 = 20,56° 


Diogramo de corpo livre. Escolhendo o casco como um corpo livre, 
desenfiamos o diagrama de corpo livre mostrado. Esse inclui as forças exer- 
cidas pelos três cabos sobre o casco, assim como a (orça de arrasto F n exer- 
cida pelo escoamento. 

Condição de equilíbrio. Expressamos que o casco esta em equilíbrio 
escrevendo < jue a resultante de todas as forças ê zero: 


^ TaC; ^AE ^ D ® 


(D 


Como mais de três for ças estão envolvidas, decompomos as forças em com 
ponente x e tji 


Tab - 

T ac = 

Tae = 
Fu = 


-(180 N) sen 60,26 o i + (180 N) cos 60,26°j 

— (150,29 N)i + (89,29 N)j 

T ac sen 20,56°! + T AC cos 20,56°j 

0,3512T AC i + 0,9363r AC j 

-(270 \)j 

F„i 


Substituindo as expressões obtidas na Eq. (1) e faturando os vetores unitá- 
rios i e j, temos: 

( —156,29 N + 0,35 1 2T„ + F„) i + (89.29 N + 0.93637’,. - 270 N)j = 0 

Essa equação será satisfeita se, e somente se, os coeficientes de i e j forem 
iguais a zero. Obtemos, então, duas equações de equilíbrio mostradas a se- 
guir, que expressam, respectivamente, que a soma dos componentes x e a 
soma dos componentes 1 / das loiças dadas devem sei' iguais a zero. 


(If r = 0:) 

m 9 - 0;) 


-156,29 N + 0,35127;,. + F„ = 0 
89,29 N + 0,93637\ r - 270 N = 0 


A partir da Eq. (3), encontramos 
e, substituindo esse valor em Eq. (2), 


T,„ = + 193 X 


■V 


F d = +88.5 X 


(2) 

(3) 

•4 


Ao traçarmos o diagrama de corpo livres, pressupomos um sentido para cada 
força desconhecida. () sinal positivo na resposta indica que o sentido propos- 
to está correto. O polígono de (orças completo pode ser esquematizado para 
se verificar os resultados. 
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METODOLOGIA PARA 
A RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS 


uando urna partícula está em equilíbrio, a resultante das forças que atuam sobre a partícula 
tem que ser zero. Ao expressar esse fato para uma partícula sob a ação de forças coplanares, 
íun-se duas relações entre essas forças. Corno vimos nos problemas resolvidos anteriores, essas 
relações podem ser usadas para se determinar duas incógnitas, tais como a intensidade e a direção 
de uma torça ou as intensidades de duas forças. 

Traçar um diagrama de corpo livre é o primeiro passo na solução de um problema que 
envolva o equilíbrio de uma partícula. Esse diagrama representa a partícula e tod as as forças que 
atuam sobre ela. Indique no seu diagrama de corpo livre as intensidades das forças conhecidas, 
bem como qualquer ângulo ou dimensões que definam a direção de uma força. Qualquer intensi- 
dade ou ângulo desconhecido deve ser representado por um símbolo apropriado. Nada mais deve 
ser incluído no diagrama de corpo livre. 

Traçar um diagrama de corpo livre claro e preciso é fundamental na solução de qualquer problema 
de equilíbrio. Se saltar esse passo, você pode economizar lápis e papel, mas muito provavelmente 
chegue a urna solução errada. 

Caso 1 » Se apenas três forças estão envolvidas no diagrama de corpo livre, o restante da 
solução é mais bem executado traçando-se essas forças pelo padrão ponta-a-cauda para formar um 
triângulo de forças. Esse triângulo pode ser resolvido graficamente ou por trigonometria, desde 
que não haja mais do que duas incógnitas [ Problemas Resolvidos 2.4 e 2.5]. 

Caso 2, Se mais de três forças estão envolvidas, é mais vantajoso usar urna solução ana- 
lítica. Comece selecionando eixos x e tf apropriados e decomponha cada uma das forças mostradas 
no diagrama de corpo livre em componentes x e tf. Expressando que a soma dos componentes x e 
a soma dos componentes tf de todas as forças são ambas iguais a zero, obterá duas equações que 
podem ser resolvidas para no máximo duas incógnitas [Problema Resolvido 2.6]. 

É fortemente recomendado que, quando se adota uma solução analítica, as equações de equilíbrio 
sejam escritas na mesma forma que as Eqs. (2) e (3) do Problema Resolvido 2.6. A prática, adota- 
da por alguns estudantes, de colocar inicial mente as incógnitas no lado esquerdo da equação e as 
quantidades conhecidas no lado direito, pode levar à confusão na atribuição do sinal apropriado a 
cada termo. 

Observamos que, independentemente do método empregado para resolver um problema de equi- 
líbrio bidimensional, é possível determinar no máximo duas incógnitas. Se um problema bidi- 
mensional envolve ruais de duas incógnitas, uma ou mais relações adicionais têm que ser obtidas a 
partir da informação contida no enunciado do problema. 
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2.43 


2.44 


PROBLEMAS 

Dois cabos estão ligados em C e são carregados como mostra a figura. 
Sabendo que a = 20", determine a tração (rt) no cabo AC e (b) no 
cabo BC. 

Dois cabos estão ligados em C e são carregados como mostra a figura. 
Determine a tração (a) no cabo AC c (b) no cabo BC. 




Figura P2.43 



B 


Figura P2.44 


2 .45 Dois cabos estão ligados em C e são carregados como mostra a figura. 
Sabendo que F = .500 N e a = 60\ determine a tração (a) uo cabo 
AC e (b) no cabo BC. 

2 .46 I )ois cabos estão ligados em C e são carregados corno mostra a figura. 
Determine a tração (a) no cabo AC e (h) no cabo BC. 



Figura P2-45 



mk K I 

200 kg 

Figura P2.46 
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2.47 Sabendo que a — 20", determine a tração (a) no cabo AC e ( b ) na 
corda BC. 



Figura P2-47 



Figura P2.48 


2,48 Sabendo que a = 55 e que a baste AC exerce no pino C uma força 
dirigida ao longo da linha AC\ determine (a) a intensidade dessa força 
e (b) a tração no cabo BC. 


2.49 Duas 1 orças P e Q são aplicadas tal como mostra a figura a uma co- 
nexão de ii ma aeronave. Sabendo que a comwão está em equilíbrio e 
que P — 2.220 N e Q = 2.890 N, determine as intensidades das forças 
exercidas nas barras A e B. 


\ 



Figura P2.49 e P2.50 



Figura P2.51 e P2.52 


2.50 Duas forç as P e Q são aplicadas tal como mostra a figura a uma cone- 
xão de uma aeronave. Sabendo que a conexão está em equilíbrio e as 
intensidades das forças exercidas nas barras A e B são F A = 3330 N e 
F b — L780 N, determine as intensidades das forças P e Q. 


2.51 Um a conexão soldada está em equilíbrio sob a ação de quatro forças 
como mostra a figura. Sabendo que F À = 8 kX e F ti = 1 6 kN, deter- 
mine as intensidades das outras duas forças. 


2,52 Uma conexão soldada está em equilíbrio sob a ação de quatro forças 
como mostra a figura. Sabendo que F A = 5 kN e F D = 6 kN, determi- 
ne as intensidades das outras duas forças. 


Capítulo 2 ♦ Estática de partículas 45 


2.53 Dois cabos ligados em C estão carregados como mostra a figura. Sa- 
bendo que Ç = 266 N, determine a tensão (a) no cabo AC, (h) no 
cabo BC. 

2.54 D ois cabos ligados em C estão carregados como mostra a figura. De- 
termine o valor de Ç de forma que a tensão não exceda 226 N ern 
nenhum dos cabos* 

2.55 Um marinheiro foi resgatado usando uma cadeira de contramestre 
suspensa por uma roldana que pode se movimentar livremente su- 
portada pelo cab o ACB e é puxada com velocidade constante pelo 
cabo CD. Sabendo que o = 30' ' c jS = 10 " e que a cadeira de contra - 
mestre e o marinheiro juntos é 900 N, determine a tensão (r/ i supor- 
tada pelo cabo ACB (b) pelo cabo de tração CD. 


D 



Figura P2.55 e P2.56 



Figura P2.53 e 92.54 


2.56 


Um marinheiro fui resgatado usando uma cadeira de contramestre 
suspensa por uma roldana que pode se movimentar livremente su- 
por tada pel o cabo ACB e e puxada com velocidade constante pelo 
cabo CD. Sabendo que cr — 25" e j3 = 15' ' e que a tensão no cabo CD 
é 80 \, determine (/?) o peso da cadeira de contramestre e do mari- 
nheiro, (h) a tensão suportada pelo cabo ACB. 


2.57 


Para os cabos do Problema 2.45, sabe-se que a máxima tensão admissível 
c de 600 N no cabo AC e 750 N no cabo BC . Determine (<?) a máxima 
f orça P que pode ser aplicada em C, (b) o correspondente valor de a\ 


2.58 Para a situação descrita na Fig* P2.47, determine (a ) o valor de a para 
que a tensão na corda BC 1 seja a menor possível, (b) o valor corres- 
pondente dessa tensão. 


2.59 


Para a estrutura carregada do Problema 2.48, determine (a) 
de a r para que a tensão no cabo BC seja a menor possível, (b) 
corre sp o n de 1 1 te des sa te n s ão , 


o valor 
o valor 


2.60 Sabendo que as porções AC e BC do cabo ACB devem ser iguais, deter- 
mine o menor comprimento de cabo que pode ser usado para suportar 
a carga mostrada se a tração no cabo não puder exceder 870 N. 




A \£ 

h) K 

c 



J 1 .200 N 


Figura P2.60 
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Figura P2.63 e P2.64 



16ü kg 

Figura P2.65 e P2.66 


2.6 1 Dois cabos ligados em C são carregados como mostra a figura. Saben- 
do que a tração máxima admissível em cada cabo é de 800 N, deter- 
mine (a) a maior intensidade da força P que pode ser aplicada em C, 
(h) o correspondente valor de a. 



Figura P2.61 e P2.62 


2,62 Dois cabos ligados em C são carregados como mostra a figura. Saben- 
do que a tração máxima admissível é 1 .200 N no cabo AC e 600 N no 
cabo BC, determine (a) a maior intensidade da força P que pode ser 
aplicada em C, (b) o correspondente valor de cr. 


2.63 O cursor A ê ligado a uma carga de 220 N e pode deslizar sem atrito 
sobre a barra horizontal. Determine a intensidade da força P para 
que haja equilíbrio do cursor quando ia) x — 0,1 nu (&) x — 0,4 m. 

2.64 O cursor A é ligado a uma carga de 220 N e pode deslizar sem atrito 
sobre a barra horizontal. Determine a distancia x para que o cursor 
esteja cm equilíbrio quando V = 210 N. 


2.65 Uni peso cuja massa e 160 kg e sustentado pelo sistema de corda e 
roldana mostrado na figura. Sabendo que/3 = 20 . determine a inten- 
sidade, a direção e o sentido da força P que deve ser exercida no lado 
livre da corda para se manter o equilíbrio. (Dica: A tensão na corda e 
a mesma em cada lado para uma roldana simples. Isto será provado 
no Gap. 4). 


2,66 Um peso cuja massa é 160 kg é sustentado pelo sistema de corda e 
roldana mostrado na figura. Sabendo que o — 20°, determine (a) o 
ângulo (h) a intensidade que a força P é exercida no lado livre da 
corda para se manter o equilíbrio, (Ver a dica do Problema 2.65.) 


2,67 


Um caixote de 2.670 N 
roldana como mostra a 


é sustentado por vários sistemas de corda e 
igura. Determine para cada caso a tração na 


corda. (Ver a dica do Problema 2.65,) 



Figura P2,67 
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2.68 Solucione as partes h e cl do Problema 2.67 considerando que o lado 
livre da corda está preso ao caixote* 

2.69 Uma carga Q é aplicada a roldana C, que pode rolar no cabo ACB. A 
roldana é segura na posição mostrada por um segundo cabo CA D , que 
passa pela roldana À e sustenta urna carga P. Sabendo que P = 750 N, 
determine {/?) a tração no cabo AC B , (h) a intensidade da carga Q 

2*70 Uma carga Q de 1.800 N é aplicada à roldana C, que pode rolar no 
cabo ACB, A roldana é segura na posição mostrada por um segundo 
cabo CAD. que passa pela roldana A e sustenta uma carga F, Deter- 
mine (a) a tração no cabo ACB, (b) a intensidade da carga P. 


FORÇAS NO ESPAÇO 


2. 1 2 Componentes retangulares de uma 
força no espaço 

Os problemas considerados na primeira parte deste capítulo envolveram 
somente duas dimensões; podem ser lo rm u lados e solucionados em um 
único plano. Nesta seção e nas seções restantes deste capítulo, vamos 
discutir problemas que envolvem as três dimensões do espaço. 

Considere a torça F atuando na origem O do sistema de coordenadas 
retangulares x t í/, z. Para delinir a direção de F. traçamos u plano vertical 
OBAC contendo F (Fig. 2.30# ), Esse plano passa pelo eixo vertical tf; 
sua orientação é definida pelo ângulo ô que ele forma com o plano xtj. A 
direção de F no plano e definida pelo ângulo 0 que F forma com o eixo 
y. A força F pode ser decomposta em um componente vertical F,. e um 
componente horizontal F }t ; essa operação, mostrada na Fig, 2,30 b, c feita 
no plano ()BA( ' de acordo com as regras desenvolvidas na primeira parte 
do capítulo. Os componentes escalares correspondentes são; 

Fy~ F cos 6 tJ F h = F sen Q tJ (2.16) 

Mas F a pode ser decomposta em dois componentes retangulares, F r e 
F ao longo dos eixos x c z 7 respectivamente, Essa operação, mostrada na 
Fig. 2 .30c, é feita no plano xz. Obtemos as seguintes expressões para os 
componentes escalares correspondentes: 

F x — F fl cos </> — F sen 0 u cos é ( 9 ^ 

F z ~ F h sen (fy = F sen B íf sen f/r 

í-T 

A força F dada foi então decomposta em três componentes retangulares ve- 
toriais F t , F /f e F., que estão dirigidos ao longo dos três eixos coordenados. 

Aplicando o teorema de Pítãgoras aos triângulos OAB e OCD da 
Fig. 2.30, escrevemos: 

F 2 = (OA) 2 = (OBf + (BA) 2 = F 2 + F, 2 

Ff, = (OC) 2 = (OD) 2 + ( PC ) 2 = F 2 + F 2 

Eliminando Fr dessas duas equações e resolvendo para F, obtemos a se- 
guinte relaçao entre a intensidade de F e seus componentes retangulares 
escalares: 


F = \/V; + F* + F: 





Figura P2.69 e P2.70 



/ E 

■*% 


( 2 . 18 ) 


Figura 2.30 


(r) 
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A relação existente entre a força F e se tis três componentes F v , F ry e F, 
é mais facilmente visualizada se uma "caixa” tendo F v , F Jr e F_ como arestas 
for desenhada tal como mostra a Fig. 2,31, A força F é então representada 
pela diagonal OA dessa caixa. A Fig. 2,31/; mostra o triângulo retângulo 
OAB usado para se deduzir a primeira das expressões (2.16): F = F cos 
0 if Nas Figs, 2.3 la e c\ foram também desenhados outros dois triângulos 
retângulos: OAD e OAE« Nota-se que esses triângulos ocupam na caixa 
posições comparáveis à do triângulo OAB. Representando por 0 X e 9 Z , res- 
pectiva mente, os ângulos que F forma com os eixos :v e z , podemos deduzir 
duas expressões similares a F = F cos 0 . Escrevemos então: 

jf Zr 



D 


x 



Figura 2.31 


x 



Figura 2.32 


/ = F cos 0. t F fJ — F cos 0 t/ F_ — F cos 0_ (2,19) 

Os três ângulos 0 Y , 6 tr 0. definem a direção da força F; eles são mais cc> 
mumente usados para essa finalidade do que os ângulos 0 e apresen- 
tados no início desta seção. Os cossenos de G x , 0 r/J 0, são conhecidos como 
cossenos diretores da força F. 

Introduzindo os vetores unitários i, j e k, dirigidos respectivamente 
ao longo dos eixos x\ tf e z ( Fig. 2.32), podemos expressar F na forma: 



( 2 , 20 ) 


na qual os componentes escalares F x> F e F_ são definidos pelas relações 
(2.19). 


EXEMPLO I Uma força de 500 N forma ângulos de 6() c , 45° e 120°, respecti- 
vamente, com o eixos x, ij e z. Encontre os complementos F e F F. dessa força. 

Substituindo F = 500 N, 0 S = 60 a , 0 if = 45°, {)_ = 120° nas formulas (2.10), 
escrevemos 

F, = (500 N) cos 60° = +250 N 
F y = (500 N) cos 45° = +354 N 
F z = (500 N) cos 120° = -250 N 


Aplicando na Eq. (2. .20) os valores obtidos para os componentes escalares de F, 
temos: 


F = (250 N)Í + (354 N)j - (250 N)k 

Assim como no caso de problemas bidimensionais, um sinal positivo índica que o 
componente tem o mesmo sentido que o eixo correspondente e um sinal negati- 
vo, que ele tem sentido oposto. H 


O ângulo que a força F lo rma com um eixo deve ser medido a partir 
do lado positivo do eixo e será sempre entre 0 e 180°. Um ângulo 0 X me- 
nor que 90 ° (agudo) indica que F (cuja origem supõe-se que seja em O) 
está no mesmo lado do plano í/z como o eixo x positivo; cos ().. e F x serão, 
então, positivos, Um ângulo 0 X maior que 90° (obtuso) indica que F está 
no outro lado do plano i/Z; cos 0, e F v serão, então, negativos. No Exemplo 
1 os ângulos 0. e 0 são agudos, enquanto 0. é obtuso: consequentemente, 
F x e F são positivos, enquanto F_ é negativo. 
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Substituindo em (2*20) as expressões obtidas por F v , F , F_ em (2.19), 
escrevemos 


F = F(cos + cos 0J + cos O k) (2.21) 

mostrando que a Força F pode ser expressa como o produto do escalar F 
pelo vetor: 


À = cos ÊM + cos 0 r j + cos fl.k (2,22) 

Obviamente, o vetor À é o vetor cuja intensidade é igual ale cuja direção 
e sentido são os mesmo que os de F (Fig* 2*33), O vetor À é denomina- 
do vetor unitário ao longo da linha de ação de F. A partir da Eq* (2.22), 
os componentes cio vetor unitário À são respectiva mente iguais aos cos- 
-senos que orientam a linha de ação de F: 


À v = cos 6 x X ff = cos 0 if À. = cos (b (2,23) 

Deve-se observar que os valores dos três ângulos 9 X , 9 tf , 9. não são 
independentes. Lembrando que a soma dos quadrados dos componentes 
de um vetor é igual ao quadrado da sua intensidade, ternos: 



Figura 2,33 


À* + Af. + A? = 1 

ou, substituindo os valores de À^, À , À. a partir de (2,23), 

cos' 0, + cos" 9 if + cos" 0. — 1 (2.24) 


No Exemplo 1. por exemplo, quando os valores 9 y = 60° e 0 fi = 4.5° foram 
selecionados, o valor de 9 Z deve ser igual a 60 D ou 120°, para poder satis- 
fazer a identidade (2.24). 

Quando os componentes F v , F , F_ de uma força F são dados, a in- 
tensidade F da força é obtida de (2.18). *Pod em -se, então, resolver as 
relações (2.19) para os cossenos diretores 

F, F F. 

cos 6 S = ~ cos 0 V = — cos 0 z = -~ (2.25) 

F J F F 

e determinar os ângulos 9 l> 8 e fh que caracterizam a direção de F. 

j 


EXEMPLO 2 Á força F tem os componentes F x — 90 N, F (J — —135 N, 
F. — 270 N. Determine sna intensidade F e os ângulos 8 yl B tfl 0. que essa força 
fornia com eixos coordenados* 

Da fórmula (2.18), obtemos:* 

f = Vf[ + f ; +~f! 

= vÇfJO N) 2 + (-135 N) 2 + (270 N) 2 
= V 99,225 N = 315 N 


' Câim nina calculadora programada para converter coordenadas retangulares em coorde- 
nadas polares, será mais fácil calcular F pelo seguinte procedimento: primeiro, determine 
F h a partir de seus dois componentes retangulares F e F. (Fig. 2.30c); depois, determine 
F a partir de seus dois componentes retangulares F lt e F (Fig. 2.30 b), A verdadeira ordem 
em que os três componentes F F lf , e F z são considerados é irrelevante, 
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Substituindo os valores dos componentes e a intensidade de F nas Eqs. (2.25), 
ternos: 


COS 9 * = 


X 


F 


90 N 
315 N 


cos 6,j = ~ 


-135 N 
315 N 


cos 9 *. — 


F z 

F 


270 N 
315 N 


Calculando sueessi vam ente cada quociente e seu arco cosseno, obtemos: 


B v = 73,4° 0 = 115,4 


0, = 31,0 ( 


Esses cálculos podem ser feitos facilmente com urna calculadora. 


2.1 3 Força definida por sua intensidade e 
por dois pontos em sua linha de ação 

Em muitas aplicações, a direção de uma força F é definida pela coorde- 
nada de dois pontos, M(x v </ p s,) c N(x 2 , tj 2 , z xl ), localizados em sua linlia 

>■ 

de ação (Fig, 2.34). Considere o vetor MA 7 ligando M e N e de mesmo 
sentido que F. Representando seus componentes escalares por d x , d tJ e d zí 
respectivamente, temos: 


MN = dj + d \ + dk 


(2.26) 



Figura 2*34 


O vetor unitário À ao longo da linha de açao de F (i.e.* ao longo da linha 
MN) pode ser obtido dividindo-se o vetor MN por sua intensidade AÍAh 
Substituindo por MN de (2.26) e observando que MA 7 é igual à distância 
d de Aí a A 7 , resultará: 



— (d x i + dyj + d-k ) 


Lembrando que F é igual ac produto de F e À, temos: 



F 

FÀ — — ( d d + f/ r/ j + dk) 


(2.27) 



do qual segue-se que os componentes escalares de F sâo t respectivamente: 
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Às relações de (2.29) simplificam consideravelmente a determinação 
dos componentes de uma força F de uma dada intensidade F quando a 
linha de ação de F õ dclinida por dois pontos Aí e A T , Subtraindo as coor- 
denadas íle Aí das coordenadas de jV, primeiro determinamos os compo- 
nentes do vetor MN e a distância â de Aí a A : 


d x = x 2 - x, d, , = y z ~ iji d z = Zi- z x 

d = VdfTdfTd! 

Substituindo F e r/, , cl.e d nas relações de (2.29), obtemos os compo- 
nentes F xf F e F = da força. 

Os ângulos 8 ir 9, que F lo riria com os eixos coordenados podem 
então ser obtidos das Eqs. (2.25). Comparando as Eqs. (2.22) e (2.27) ? 
pode m n s ta m bc m esc rever 

cos 0 - = — (2.30) 

d 

c determinar os ângulos 0 f5 9 0. diretamente dos componentes e da in- 

— > 

tensídade do vetor MN. 



2.14 Adição de forças concorrentes no espaço 

A resultante R de duas ou mais forças no espaço será determinada so- 
mando -se seus componentes retangulares. Métodos gráficos ou trigono- 
métricos geralmente não são práticos no caso de forças no espaço. 

O método que será apresentado a seguir é similar aquele usado na 
Seção 2,8 ? para forças coplanares. Fazendo 

R = XF 

decompomos cada força em seus componentes retangulares e escrevemos: 


fí v i + RJ + R z k 


de onde se conclui que 


2(F,i + F„j + F; k) 

(2FJ i + (SF,)j + (SF 2 )k 


(2.31) 

A intensidade da resultante e os ângulos 0^ 9 I; $. que a resultante forma 
com os eixos coordenados são obtidos por meio do método discutido na 
Seção 2.12. Escrevemos: 


fL = XF 




TF 


!/ 


fl. = XF. 


cos 9 X 


R = V R* + Rl + R: 



R. 

R 


(2.32) 

(2.33) 


PROBLEMA RESOLVIDO 2.7 


b 






Um cabo de sustentação de uma torre está ancorado por meio de um parafu- 
so em A. À tração no cabo e 2.500 N> Determine (a) os componentes F, r F , 
F z da torça que atua sobre o parafuso e (h) os ângulos 0 S , B I} , 0, que definem 
a direção da torça. 


J 

A 

SOLUÇÃO 


a. Componentes da força. Á linha de ação da força que atua no para- 
fuso passa por A e B, e a força e dirigida de A para B. Os componentes de 
— -+ 

vetor AB , que tem a mesma direção da força, são: 


r/ v — —40 m cl tf — +80 m 


A distância total de A até B é: 



AB = d = Vd; + d; + dl = 94,3 


111 


Representando por i s j e k os vetores unitários ao longo dos eixos coor 
de nados, temos: 


AB = — (40 ui )i + (80 m ) j + (30 m)k 


Introduzindo o vetor unitário À — AB/AB , escrevemos: 


F - FÂ - F 


AB _ 2.500 N 
AB 94,3 m 


AB 


Substituindo a expressão encontrada para AB , obtemos: 

2.500 N' , , 

F = — — — [ — (40 rn )i + (80m)j + (30m)k] 
94,3 m 

F = - (1060 N)i + (2120 N)j + (795 N)k 


Então, os componentes de F são: 


F = - 1 .060 N 


F = +2.120 N 


F. = +795 N ◄ 


b. Direção da força, Usando as Eqs. (2.25), escrevemos 


Fr _ - 1 .060 N 
F ~ 2.500 N 


cos 9, = 


cos 6 'i = 7 
F- + 795 N 


+ 2.120 N 
2.500 N 


F 


2,500 N 


Calculando sucessivamente cada quociente e seu arco cosseno, obtemos 


0 = 115, 


6 t = 32, 0 C 


0 = 7L5° < 


(Nota: este resultado pod eria ter sido obtido usando-se os componentes e a 
intensidade do vetor AB em vez os da força F.) 




/ 



\ 


PROBLEMA RESOLVIDO 2,8 


Uma seção de mu muro de concreto pré -moldado v temporariamente se- 
gurada pelos cabos mostrados na figura* Sabendo que a tração é 3.780 N 
no cabo AB e 5.400 N no cabo AC , determine a intensidade e a direção da 
resultante das forças exercidas pelos cabos AB e AC na estaca A 


SOLUÇÃO 


Componentes das forças, À força exercida por cada cabo na estaca A 
será decomposta em componentes i\ */ e z. Primeiro determinamos os com- 
ponentes e a intensidade do vetores AB e AC medindo-os a partir de A em 
direção ã seção do muro* Representando L j e k os vetores unitários ao longo 
do s eixo s co o rde nado s , te m os ; 


AB — — (4,8 m)i + (2/í m)j + (3,3 m)k AB = 6,3 m 

AC = — ( 4*S m ) i + (2,4 m )j (4,8 in)k AC = 7,2 m 

Representando por A mKB o vetor unitário ao longo de AB, temos; 

ÃB 3.780 N 


T ab — T. írÀ-ar — 1 


AM^ÁB 


AR 


AB 6,3 m 


AB 


C 



Substituindo a expressão encontrada para AB , obtemos; 


AB 


3/780 N 
6*3 m 


[ — (4,8in)i + (2,4 m)j + (3,3 m)k] 


T ab = —(2.880 N)i + (1.440 N)j + (1.980 N)k 

Sendo À xc o vetor unitário ao longo do AC, obtemos, de modo similar: 

ÃC 5,400 N 


T A c — T ücÀ. \ c — T 


ac ^ \c 


AC 


AC 


AC 7,2 m 
T ac = -(3.600 N}i + (1.800 N)j - (1.620 N)k 

Resultante das forças. A resultante R das forças exercidas pelos dois 
cabos é: 

R = T ab + T Af; = -(5.480 N)i + (3,600 N)j - (1.620 N}k 
A intensidade e a direção da resultante são, agora, determinadas por: 


R = Vr; + R* + R: - V( -6.480) 2 + (3.240) 2 + (-1.620) 2 

R = 7.425 N < 

Das Eqs. (2.33), obtemos: 


cos 0, = 


R, -6.480 N 


R 


R 


7,425 N 


COS ti- - 


R, 


COS ti,. 

R 

-1.620 N 


!/ 


+3.240 N 
7,425 N 


R 7.425 N 

Calculando sucessivamente cada quociente e seu arco cosseno, obtemos: 


ti, = 1 50,8' 


9=64,1° ti = 102,6° < 
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METODOLOGIA PARA 
A RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS 



Imos anteriormente que, quando uma partícula está em equilíbrio, a resultante das forças 
que atuam sobre a partícula deve ser nula, Ào expressar esse fato no caso do equilíbrio de 
unia partícula no espaço tridimensional ^ você obterá três relações entre as forças atuantes sobre a 
partícula. Essas relações podem ser usadas para a determinação de três incógnitas - geralmente as 
intensidades das três forças. 



A solução consistirá nos seguintes passos: 

1 . Desenhe um diagrama de corpo livre da partícula. Esse diagrama mostra a partícula 
e todas as forças que atuam sobre ela. Indique no diagrama as intensidades das forças conhecidas, 
bem como quaisquer ângulos ou dimensões que definam a direção de uma força. Qualquer inten- 
sidade ou ângulo desconhecido deve ser representado por um símbolo apropriado. Nada mais deve 
ser incluído em seu diagrama de corpo livre. 


2. Decomponha cada uma das forças em componentes retangulares. Seguinao o 
método adotado na lição anterior, você irá determinar para cada força F o vetor unitário À que defi- 
ne a direção daquela força, e expressar F como o produto da sua intensidade F pelo vetor unitário 
À, Você obterá uma expressão da forma 


F = FÀ = — (d x i + d tJ j + d z k) 

na qual r/, d y , d d_ são as dimensões obtidas do diagrama de corpo livre da partícula. Se uma força é 


con 


íecida tanto em intensidade como em direção, então F é conhecida, e a expressão obtida para ela 
fica inteiramente definida; caso contrário, F o uma das três incógnitas que devem ser determinadas. 


3, Faça a resultante, ou soma, das forças exercidas sobre a partícula igual a 
zero. Você obterá uma equação vetorial que consiste em termos que contêm os vetores unitários 
i, j ou k. Você irá agrupar os termos que contenham o mesmo vetor unitário e fator ar esse vetor. 
Para eme a equação vetorial seja satisfeita, o coeficiente de cada vetor unitário deve ser igual a 
zero. Logo, tornando cada coeficiente igual a zero, serão obtidas três equações escalares que pode- 
rá resolver para um máximo de três incógnitas [Problema Resolvido 2.9]. 



PROBLEMAS 






2.99 

2. TOO 

2.101 

2.102 

2*103 

2*104 


2*105 

2.106 

2.107 


2.108 


Três cabos são usados para amarrar um balão, como mostra a figura. 
Determine a força vertical P exercida pelo balão em A, sabendo que 
a tração no cabo AB ê 259 N. 


Três cabos são usados para amarrar um balão, como mostra a figura. 
Determine a força vertical P exercida pelo balão em A, sabendo que 
a tração no cabo AC ê 444 N* 


Três cabos são usados para amarrar um balão, como mostra a figura. 
Determine a força vertical P exercida pelo balão em A , sabendo que 
a tração no cabo AU ê 481 N. 


Três cabos são usados para amarrar um bal ão, tal como mostra a H- 
gui a. Sabendo que o balão exerce uma força vertical de 800 N cm A, 
determine a tensão em cada cabo. 


Um caixote é sustentado por três cabos, como mostrado na figura. De- 
termine o peso do caixote, sabendo que a tração nu cabo AB 6 3.330 N . 

Um caixote 6 sustentado por três cabos como mostrado na figura. De- 
termine o peso do caixote, sabendo que a tração no cabo A D ê 2,740 N, 



Figura P2A03, P2/1 04, F2T05 e P2A06 


Um caixote é sustentado por três cabos corno mostrado na figura. De- 
termine o peso do caixote, sabendo que a tração no cabo AC ê 2.420 N . 

O peso de 7.110 N do caixote é suportado por três cabos como mos- 
trado na figura. Determine a tensão em cada cabo. 

Três cabos estão conectados em A, onde são aplicadas as forças P e Q, 
como mostra a figura. Sabendo que Q — 0, encontre o valor de P para 
que a tensão no cabo AD seja 305 N . 


Três cabos estão conectados em A, onde são 
como mostra a ilustração. Sabendo que P — 
de p para que o cabo AD fique esticado. 


aplicadas as forças P e Q 7 
1 ,200 N, encontre o valor 
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2.109 


Uma torre de transmissão ê sustentada por três cabos de sustentação 
ligados a um pino em A e ancorados por parafusos em B , C e D, Se a 


tensão no cabo AB ê de 2.800 N. determine 


a força vertical P exerci- 


da pela torre no pino em A. 


y 



Figura P2.109 eP2,?7Q 


2.1 10 Uma torre de transmissão ê sustentada por três cabos de sustentação 
ligados a um pino em A e ancorados por parafusos em B, C e D. Se a 
tensão no cabo AC é de 4.092 N, determine a força vertical P exerci- 
da pela torre no pino em A. 


2.1 11 Uma placa retangular é sustentada por três cabos, corno mostra a fi- 
gura, Sabendo que a tração no cabo AC 6 60 N, determine o peso da 
placa. 



Dlrneusues em mm 


Figura P2.111 e P2.1 12 


2,1 12 Uma placa retangular é sustentada por três cabos, como mostra a fi- 
gura, Sabendo que a tração no cabo AD ó 520 N, determine o peso da 
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Figura 2.40 


Resultante de força no 

espaço 


Equilíbrio de uma partícula 


Diagrama de corpo livre 


Equilíbrio no espaço 


primeiro, expressamos o vetor MN que liga os pontos M e N em termos 
de seus componentes â x9 d if d_ (Fig, 2.40); escrevemos: 

MN = d x i + d y j + d z k (2.26) 

Em seguida, determinamos o vetor unitário À ao longo da linha de ação 
de F dividindo MN por sua intensidade MN = d: 

* - v - + rfj + rfjc) (2.27) 


Lembrando que F 6 igual ao produto de F por À 3 temos 



= 7 (ã x i + tÇj 


+ rf.k) 


(2.28) 


de onde se segue [Problemas Resolvidos 2,7 e 2.8] que os componentes 
escalares de F são, respectivamente 




Quando duas ou mais forças atuam sobre uma partícula no espaço tri- 
dimensional, podem-se obter os componentes retangulares cie sua re- 
sultante R pela adição algébrica dos componentes correspondentes das 
forças dadas [Seção 2.14]. Ternos: 


R x = ZF X R = SF„ R s = ZF S (2.31) 

A intensidade, a direção e o sentido de R podem, então, ser determina- 
dos a partir de relações similares às das Eqs. (2.18) e (2.25) [Problema 
Resolvido 2.8]. 


Diz-se que a partícula está em equilíbrio quando a resultante de todas as for- 
ças que atuam sobre ela é nula [Seção 2.9]. À partícula, então, permanecerá 
em repouso (se originalmente em repouso) ou se moverá a urna velocidade 
constante ern linha reta (se originalmente em movimento) [Seção 2,10]. 

Para resolver um problema que envolva uma partícula em equilíbrio, pri- 
meiro devemos traçar um diagrama de corpo livre da partícula, mostran- 
do todas as forças que atuam sobre ela [Seção 2,11]. Se apenas três forças 
coplanares atuam sobre a partícula, pode-se desenhar um triângulo de 
forças para expressar que a partícula está em equilíbrio. Usando-se mé- 
todos gráficos ou trigonometria, pode-se resolver esse triângulo para no 
máximo duas incógnitas [Problema Resolvido 2,4 1, Se mais que três for- 
ças coplanares estão envolvidas, devem-se usar as equações de equilíbrio. 


Essas equações podem ser re 
[Problema Resolvido 2.6], 


0 LF tJ = 0 (2.15) 

dvidas para no máximo duas incógnitas 


Quando uma partícula está em equilíbrio no espaço tridimensional [Se- 
ção 2.15], devem-se usar as três equações de equilíbrio: 

ZF - 0 Z F tf = 0 S F_ = 0 (2.34) 

Essas equações podem ser resolvidas para no máximo três incógnitas 
[Problema Resolvido 2.9], 


2.127 


2.128 


2.129 


2.130 


2.131 


2.132 


PROBLEMAS DE REVISÃO 


A direção e sentido das forças de 330 N podem variar, mas o ângulo 
entre elas é sempre 50". Determine o favor de a para que a resultante 
das torças atuantes em â seja na horizontal e para a esquerda. 


Uma estaca e puxada do solo por meio de duas cordas como mostra a 
figura. Sabendo que a intensidade, direção e sentido da força exerci- 
da em uma das cordas, determine a intensidade, a direção e o sentido 
que a força P deveria exercer com a outra corda se a resultante dessas 
duas forças e uma força vertical de 178 N. 



Figura P2.1 27 



Figura P2A28 


O elemento BD exerce sobre o elemento ABC uma força P dirigida 
ao longo da linha BD * Sabendo que P deve ter um componente verti- 
cal de 1.068 N, determine (e) a intensidade da força P, (b) sua com- 
ponente horizontal* 



Figura P2.J29 


Dois cabos estão ligados juntos a C e carre 
ra* Determine a tensão {//) no cabo AC, (b) 


gados como mostra a hg 
no cabo BC, 


u - 



Figura P2.130 


Dois cabos estão ligados juntos em C e carregados como mostra a 
figura, Sabendo que P — 360 N, determine a tensão (<v) no cabo ÂC\ 
( b ) no cabo BC . 


Dois cabos estão ligados juntos a C e carregados corno mostra a figu- 
ra* Determine a faixa da carga P para que ambos os cabos permane- 
çam esticados* 


600 mm 




Q = 480 N 


Figura P2.131 © P2.J32 
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Figura P2A 34 


2.133 Uma força atua na origem fie mn sistema cie coordenadas definidas 
pelos ângulos Q x = 69,3" e 8 — 57,9", Sabendo que a componente y 
da força é — 774 N, determine (a) o ângulo B u (b) os outros compo- 
nentes da força c suas intensidades. 


2.134 O comprimento do cabo AB 6 20 m e a tens fio neste cabo 6 17,350 N . 
Determine (a) as componentes x. y e z da força exercida pelo cabo na 
âncora B , (b) os ângulos 0, s 8 e9., definindo a direção e sentido da 
força. 


2.1 35 No sentido de mover um caminhão acidentado, dois cabos foram fi- 
xados em A e puxados pelos guinchos Í.Í e C como mostrado na figura. 
Sabendo que a tração é 10 kN no cabo AB e 7,5 kN no cabo AC, 
determine a intensidade, direção e sentido da resultante das forças 
exercidas ern Â pelos dois cabos. 



Figura P2.135 


2.136 


Um rec ipiente de peso W — 1 .165 N ê suspenso por três cabos como 
mostrado na figura. Determine a tensão ern cada cabo. 



Figura P2J36 
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2.137 Os cursores A e B são conectados por um fio de comprimento de 525 
mm e podem deslizar livremente, sem atrito, sobre as hastes, Se a 
força P — (341 X )j é aplicada ao colar A, determine (//) a tensão no 
lio quando ij = 155 mm, ( h ) a intensidade da força Q requerida para 
manter o equilíbrio do sistema. 



Figura P2 J 37 


2.7 38 Pesok er o Problema 2.137 adotando i / — 275 mm. 


PROBLEMAS PARA RESOLVER NO COMPUTADOR 


2*C1 Usando um aplicativo computacional* determine a intensidade e a di- 
reção da resultante de n forças cop lanares aplicadas em um ponto A, Use esse 
aplicativo para resolver os Problemas 2.32, 2.33, 2,34 e 2.38, 



x 


Figura P2.C1 



Figura P2X2 


2.C2 Um a carga P é sustentada por dois cabos, como mostra a figura. Usando 
um programa de computador, determine a tração em cada cabo em função de P 
para valores de 0 variando de 0, = (i — 90" até éf, = 90" — «. usando dados incre- 
mentais AO. Usando esse programa, determine para os três conjuntos de valores 
numéricos (o) a tensão em cada cabo para valores de Q variando de $, a fÇ (/>) o 
valor de 0 para que a tensão nos dois cabos seja a menor possível, (c) o valor cor- 
respondente da tensão. 


( 1 ) a = 35°, fi 

(2) a = 50°, )S 

(3) a = 40". (3 


75", P = 1.780 N, A8 = 5° 
30°, P = 2.668 N, A6 = 10° 
60°, P = 1.110 N, A0 = 5" 


2.C3 U rn acrobata está caminhando em uma corda-bamba de comprimento 
L — 20,1 m, fixada nos suportes A e B a uma distancia de 20,0 m entre sb O peso 
combinado do acrobata e de sua vara de equilíbrio é de 800 N, e o atrito en- 
tre suas sapatilhas e a corda é grande o suficiente para impedi-lo de escorregar. 
Desprezando o peso da corda e qualquer deformação elástica, use um aplicativo 
computacional para determinar a deflexão ij e as forças de tração nas porções AC 
e BC da corda para valores de x entre 0,5 m c 10,0 m, usando incrementos de 
0,5 m. A partir dos resultados obtidos, determine (a) a máxima deflexão da corda, 
(b) a máxima força de tração na cor da, (r) os valores mínimos das forças de tração 
nas porções AC e BC da corda. 




-*r 



Figura P2.C3 
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2.C4 Desenvolva um programa de computador que possa ser usado para de- 
terminar a intensidade e direção da resultante de n forças F r onde i — 1,2, ji, 
que são aplicadas no ponto A ri de coordenadas x i|T í/, , e sabendo que a linha de 
ação de 1*1, passa através do ponto A. de coordenadas x f , í/ f e L se esse programa 
para resolver os Problemas 2,93, 2,94, 2.95 e 2,135. 



Figura P2.C4 


2.C5 Tres cabos são fixados respectivamente aos pontos A { Â ± e A . e conec- 
tados ao ponto A (h? no qual é aplicada uma carga P como mostrado na figura. 
Desenvolva um programa de computador que possa ser usado para determinar 
a tensão de cada um dos cabos. Use este programa para resolver os Problemas 
2.102, 2.106, 2.107 e 2.115. 



Figura P2.C5 


O encouraçado USS New 
Jersey é manobrado por 
quatro rebocadores no porto 
naval de Bremerton. Neste 
capítulo, mostraremos que as 
forças exercidas pelos quatro 
rebocadores sobre o navio 
poderiam ser substituídas por uma 
única força equivalente exercida 
por um rebocador potente. 












Corpos rígidos: 
sistemas equivalentes de forças 
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Corpos rígidos: sistemas 
equivalentes de forças 

▼ 

3.1 Introdução 

3.2 Forças externas e forças 
internas 

3.3 Princípio da 
transmissibilidade e forças 
equivalentes 

3.4 Produto vetorial de dois 
vetores 

3.5 Produtos vetoriais expressos 
em termos de componentes 
retangulares 

3.6 Momento de uma força em 
relação a um ponto 

3.7 Teorema de Varignon 

3.8 Componentes retangulares 
do momento de uma força 

3.9 Produto escalar de dois 
vetores 

3.10 Produto triplo misto de três 
vetores 

3.1 1 Momento de uma força em 
relação a um dado eixo 

3.12 Momento de um binário 

3.13 Binários equivalentes 

3.1 4 Adição de bi n á ri o s 

3.15 Binários podem ser 
representados por vetores 

3.16 Substituição de uma dada 
força por uma força em o e 
um binário 

3.17 Redução de um sistema de 
forças a uma força e um 
binário 

3.18 Sistemas equivalentes de 
forças 

3.19 Sistemas equipolentes de 
vetores 

3.20 C asos particulares de 
redução de um sistema de 
forças 

3.21 Redução de um sistema de 
forças a um torsor 


3.1 Introdução 

Na capítulo anterior, admitiu-se que cada corpo considerado poderia ser 
tratado como uma única partícula. Tal ponto de vista, porém, nem sem- 
pre é possível, e um corpo, em geral, deve ser tratado como uma com- 
binação cie uni grande número de partículas. O tamanho do corpo terá 
de ser levado em conta, bem como o fato de que as forças atuarão sobre 
partículas diferentes e, portanto, terão diferentes pontos de aplicação, 

Na maior parte dos casos, os corpos considerados em mecânica ele- 
mentar são rígidos, sendo um corpo rígido aquele que não se deforma, 
No entanto, as estruturas e máquinas reais nunca são absolutamente rí- 
gidas e se deformam sob a ação das cargas a que estão sujeitas. Essas 
deformações, contudo, geral mente são pequenas e não afetam de modo 
apreciável as condições de equilíbrio ou movimento da estrutura em con- 
sideração. São importantes, por outro lado, na medida em que a resistên- 
cia da estrutura a falhas é levada em consideração, e são estudadas em 
mecânica dos materiais. 

Neste capítulo, você estudará o efeito de forças exercidas sobre um 
corpo rígido e aprenderá a substituir um dado sistema de forças por um 
sistema equivalente mais simples. Essa análise terá por base o pressu- 
posto fundamental; o efeito de uma dada força sobre um corpo rígido 
permanece inalterado se essa força for deslocada ao longo da sua linha 
de ação ( principio da transmissibiUdade), For conseguinte, forças que 
atuam sobre um corpo rígido podem ser representadas por vetores desli- 
zantes, como indicamos anterior mente na Seção 2.3. 

Dois conceitos importantes associados ao efeito de uma força sobre 
um corpo rígido são o momento de unia força em relação a um ponto 
(Seção 3,6) e o momento de uma força em relação a um eixo (Seção 3.11 3. 
Uma vez que a determinação dessas grandezas envolve o cálculo de pro- 
dutos vetoriais e produtos escalares de dois vetores, os fundamentos de 
álgebra vetorial serão apresentados neste capítulo e aplicados na solução 
de problemas cpie envolvam forças que atuam sobre corpos rígidos. 

Outro conceito importante apresentado neste capítulo é o de biná- 
rio , ou seja, a combinação de duas forças de mesma intensidade, linhas 
de ação paralelas e sentido oposto (Seção 3.12), Como você verá, qual- 
quer sistema de forças que atuam sobre um corpo rígido pode ser substi- 
tuído por um sistema equivalente que consista em uma força que atua em 
um dado ponto e um binário. Esse sistema básico é denominado sistema 
força-bindrio. No caso de forças paralelas, cuplanares ou concorrentes, o 
sistema força-binário equivalente pode ainda ser reduzido a uma única 
força, denominada resultante do sistema, ou a um único binário, denomi- 
nado hinário resultante do sistema. 


3*2 Forças externas e forças internas 

As forças que atuam sobre corpos rígidos podem ser separadas em dois 
grupos: (1) forças externas e (2) forças internas: 

1 * As forças externas representam a ação de outros corpos sobre o corpo 
rígido em consideração, São inteiramente responsáveis pelo compor- 
tamento externo do corpo rígido. As forças externas vão causar o mo- 
vimento do corpo ou garantir que ele permaneça em repouso. Neste 
capítulo e nos Caps. 4 e 5, vamos nos preocupar apenas com forças 
externas. 
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2 , As forças internas são as forças que mantêm juntas as partículas que 
formam o corpo rígido, Se o corpo rígido é composto estruturalmente 
de várias partes, as I orças que mantêm juntas as partes componentes 
também são definidas como forças internas. As forças internas serão 
estudadas nos Caps. 6 e 7, 

Como exemplo de forças externas, consideremos as forças atuantes 
sobre um caminhão enguiçado que três pessoas puxam para frente por 
meio de uma corda amarrada no para-choque dianteiro (Fig. 3.1 ). As for- 
ças externas que atuam sobre o caminhão estão mostradas em um diagra- 
ma de corpo livre (Fig. 3.2). Consideremos primeiro o peso do caminhão, 
Embora ele englobe o efeito da atração da Terra sobre cada uma das par- 
tículas que compõem o caminhão, o peso pode ser representado por uma 
única força W. O ponto de aplicação desta força, isto é, o ponto onde a 
força atua, é definido como sendo o centro de gravidade do caminhão. 
Veremos no Cap, 5 como determinar os centros de gravidade, O peso W 
tende a mover o caminhão vertical mente para baixo, De lato, ele real- 
mente faria o caminhão mover-se para baixo, isto é, cair. não fosse a pre- 
sença do solo. O solo opÕe-se ao movimento descendente do caminhão 
por meio das reações li, e R „ Essas forças são exercidas pelo solo sobre o 
caminhão e, portanto, devem ser incluídas entre as forças externas que 
agem sobre o caminhão. 

As pessoas que puxam acorda exercem uma força F. O ponto de apli- 
cação de F está sobre o para-choque dianteiro. A força F tende a mover 
o caminhão para frente em linha reta e realmente, o fará, já que não há 
forças externas opondo-se a esse movimento, (Para simplificar, despreza- 
mos aqui a resistência de rolamento.) Esse movimento do caminhão para 
frente, durante o qual cada linha reta mantém sua orientação original (o 
assoalho do caminhão permanece na horizontal e a carroce ria permane- 
ce na vertical) é conhecido como translação. Outras torças podem causar 
no caminhão um tipo diferente de movimento. Por exemplo, a força exer- 
cida por um macaco colocado sob o eixo dianteiro faria o caminhão girar 
em torno do eixo traseiro. Tal movimento denomina-se rotação. Logo, 
pode-se concluir que cada uma das forças externas que atuam sobre um 
corpo rígido pode, caso não seja contrabalançada, imprimir ao corpo rígi- 
do um movimento de translação ou de rotação, ou ambos. 


3.3 Princípio da transmissibilidade 
e forças equivalentes 

O principio da transmissibilidade estabelece que as condições dc equilí- 
brio ou movimento de um corpo rígido permanecerão inalteradas se uma 
força F que atue em um dado ponto do corpo rígido for substituída por 
uma força F ; de intensidade, direção e sentido iguais, mas atuando em 
um ponto diferente, desde que essas duas forças tenham igual linha de 
ação (Fig. 3.3), As duas forças FeF' têm o mesmo efeito sobre o corpo 
rígido, e diz-se que são equivedentes. O princípio da transmissibilidade, 
que estabelece que a ação de uma força pode ser transmitida ao longo da 
sua linha de ação, está baseado em evidência experimental; Esse princí- 
pio não pode ser deduzido das propriedades estabelecidas até aqui neste 
texto e, portanto, deve ser aceito corno uma lei experimental. Todavia, 
como veremos na Seção 16.5, o princípio da transmissibilidade pode ser 
deduzido do estudo da dinâmica dos corpos rígidos, mas, para esse estu- 
do , é necessária a introdução da segunda e cia terceira leis de Newtom 



Figura 3,1 






Figura 3.3 
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bem como de uma gama de outros conceitos. Logo, nosso estudo da está- 
tica dos corpos rígidos será baseado nos Ires princípios apresentados até 
agora, ou seja, a lei do paralelogramo de adição, a primeira lei de Newton 
e o princípio da transmissibilidade. 

No Cap, 2, indicamos que as forças atuantes sobre uma partícula 
podem ser representadas por vetores. Esses vetores tinham um pon- 
to de aplicação bem definido, a saber, a própria partícula e, portanto, 
eram vetores fixos. No caso de forças que atuam sobre um corpo rí- 
gido, porém, o ponto de aplicação da força não importa desde que a 
linha de ação permaneça inalterada. Logo, forças que atuam sobre um 
corpo rígido devem ser representadas por um tipo diferente de vetor, 
denominado vetor deslizante, pois as forças são livres para deslizar ao 
longo de suas linhas de ação. Devemos notar que todas as propriedades 
a ser deduzidas nas próximas seções para as forças que atuam sobre um 
corpo rígido serão válidas de modo mais geral para qualquer sistema 
de vetores deslizantes. Todavia, a fim de manter nossa exposição mais 
intuitiva, iremos obtê-las em termos de forças físicas em vez de vetores 
de sl izan te s m ate m áticos. 



Figura 3.4 


Retornando ao exemplo do caminhão, observemos primeiro que a 
linha de ação da torça F é uma linha horizontal que passa através do para- 
-choque dianteiro e traseiro (Fig. 3,4), Aplicando o princípio da transmis- 
sibilidade, podemos então substituir F por uma força equivalente F' que 
atua sobre o para-choque traseiro. Em outras palavras, as condições de 
movimento não são afetadas e todas as outras forças externas que atuam 
sobre o caminhão (W, R ls RJ permanecem inalteradas se as pessoas em- 
purrarem pelo para-choque traseiro em vez de puxar pelo para-choque 
d iante í ro do cam in hão . 

Contudo, o princípio da transmissibilidade e o conceito de forças 
equivalentes têm limitações. Considere, por exemplo, uma barra curta 
AB sujeita a forças axiais iguais e opostas P] e P 2 , como mostra a Fig. 3.5tí. 
De acordo com o princípio da transmissibilidade, a força P 2 pode ser 
substituída por uma força P 2 com a mesma intensidade, a mesma linha 



A B 




A B 




Figura 3.5 
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de ação e o mesmo sentido, mas atuando em A em vez de B (Fig. 3.5 h). 
Às forças P, eP, que atuam sobre a mesma partícula podem ser adicio- 
nadas de acordo com as regras do Cap, 2 c\ como essas I orças são iguais 
e opostas, sua soma é igual a zero. Logo, em termos do comportamento 
externo da barra, o sistema original de forças mostrado na Fig. 3.5<v é 
equivalente a nenhuma força aplicada (Fig. 3.5c). 

Considere agora as duas forças iguais e opostas P, e P, atuando sobre 
a barra AB, como mostra a Fig. 3.5 d, A força P . pode ser substituída por 
uma força P% de igual intensidade, igual linha de ação e sentido, mas 
atuando em B em vez de em A (Fig. 3.5c). Às forças P 3 e P ; 7 podem então 
ser adicionadas e sua soma é de novo zero (Fig. 3.5 f). Logo, do ponto de 
vista da mecânica dos corpos rígidos, os sistemas mostrados na Fig, 3.5 a 
e r/ são equivalentes. Mas as forças internas e as deformações produzidas 
pelos dois sistemas são nitidamente diferentes. À barra da Fig. 3,5 a está 
sob tração e, não sendo absolutamente rígida, irá alimentar ligeiramente 
de comprimento- a barra da Fig. 3*5d está sob compressão e, não sendo 
absolutamente rígida, irá diminuir ligeiramente de comprimento. Por- 
tanto, o princípio da transmissibilidade, embora possa ser usado livre- 
mente na determinação das condições de movimento ou de equilíbrio 
de corpos rígidos e no cálculo das forças externas que atuam sobre esses 
corpos, deve ser evitado oin pelo menos, utilizado com cuidado na deter- 
minação de forças internas e deformações. 


3*4 Produto vetorial de dois vetores 

À fim de compreendermos melhor o efeito de uma força sobre um corpo 
rígido, vamos apresentar agora um novo c onceito, o conceito de momento 
cie uma força em relação a um ponto. Esse conceito será mais bem com- 
preendido e aplicado de maneira mais eficaz se antes acrescentarmos às 
ferramentas matemáticas de que dispi ornos u produto vetorial de dois 
vetores. 

O produto vetorial de dois vetores P e Q e definido como o vetor V 
que satisfaz às seguintes condições, 

1 . A linha de ação de V é perpendicular ao plano que contém P e Q 
(Fig. 3.6tf). 

2* A intensidade de V é o produto das intensidades de P e Q e do seno 
do ângulo 0 formado por P c Q (cujo valor será sempre menor ou 
igual a 180°); temos então: 


V — FÇ sen 0 


(3*1) 


3 . A direção e o sentido de V são obtidos pela regra da melo direita. Fe- 
che a mão direita e posicione-a de modo que seus dedos se curvem 
no mesmo sentido da rotação em 0 que leva o vetor P a alinhar-se 
com o vetor Q; seu polegar irá então indicar a direção e o sentido 
do vetor V (Fig, 3.6 h). Observe que, se não tiverem um ponto co- 
mum de aplicação, P e Q deverão primeiro ser redesenhados com as 
origens no mesmo ponto. Os trés vetores P, Q e V — tomados nesta 
ordem - formam urna tríade orientada diretamente. Q 



\ 

í 

(b) 


Figura 3.6 


Devemos observar que os eixos x, tj e z usados no Cap 2 formam htíi sistema de eiv>s 
ortogonais orientado diretamente e que os vetores unitários L j e k definidos na Seçáo 2.12 
formam uma tríade ortogonal orientada diretamente. 
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Conforme mencionamos anteriormente, o vetor V que satisfaz essas 
três condições (que o definem univocamente) é citado como o produto 
vetorial de P e Q; esse vetor 6 representado pela expressão matemática 


V = PXQ 


(3.2) 



Figura 3.7 



Figura 3.8 


Por causa da notação que usamos o protudo vetorial dos vetores Pe Q é 
chamado de produto vetorial de P e Q* 

Tem-se da Eq. (3.1) que, quando dois vetores P e Q têm a mesma 
direção c sentidos iguais ou opostos, seu produto vetorial ê nulo, No 
caso geral em que o ângulo 0 formado pelos dois vetores não é () l nem 
180°, é possível fornecer uma interpretação geométrica simples da 
Eq. (3,1 ): a intensidade V do produto vetorial de P e Q é igual à área do 
paralelogramo que tem PeQ como lados (Fíg. 3,7). Logo, o produto 
vetorial P X Q ficara inalterado sc substituirmos Q por um vetor Q’ 
co planar com P e Q e tal que a linha que une as pontas de Q e Q' seja 
paralela a P. Escrevemos 


V=P X Q = P X Q* (3.3) 

Da terceira condição usada para definir o produto vetorial V de P e 
Q, ou seja, a condição que estabelece que P.Qe V devam formar uma 
tríade orientada diretamente, conclui-se que os produtos vetoriais não 
são comutativos } ou seja. QXP não é igual aPXQ. De (ato, podemos 
constatar facilmente que Q X Pé representado pelo vetor — V, que é 
igual e oposto a V. Escrevemos então 


QXP--(PXQ) 


(3.4) 


EXEMPLO Vamos calcular o produto vetorial V = P X Q h onde o vetor P tem 
intensidade 6 e está no plano zx a um ângulo de 30 = com o eixo v, e onde o vetor 
Q é de intensidade 4 e está sobre o eixo x (Fig. 3.8). 

Segue-se díretâmeiite da definição de produto vetorial que o vetor V deve 
estar ao longo do eixo y t deve ter a intensidade 

V - FQ sen 0 = (6)(4) sen 30° = 12 

e deve estar direcionado para cima. ■ 


Vimos que propriedade comutativa não se aplica aos produtos veto- 
riais. Podemos nos perguntar se a propriedade distributiva vale, ou seja, 


sc a 


ao 


P X (Qi + Q 2 ) = P x 0, + P x Q ± (3.5) 

é válida. A resposta é sim, Muitos leitores provavelmente estarão propen- 
sos a aceitar sem demonstração formal uma resposta que eles intuitiva- 
mente julgam correta. Entretanto, como toda a estrutura tanto da álgebra 
vetorial como da estática depende da relação (3.5), devemos despender 
um tempo em deduzi-la 

Sem perder o caráter geral da operação, podemos admitir que P es- 
teja dirigido ao longo do eixo ij (Fig. 3 . Qn ) . Q represente a soma de Q , e 
Q 7 , traçamos então perpendiculares a partir das pontas de Q. e até 
o plano zx, definindo desse modo os vetores Q',Q' ! e Esses vetores 
serão chamados, respectivamente, de projeções de Q, Q, e Q, 2 sobre o 
plano Retomando a propriedade expressa pela Eq, (3.3), notamos que 
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o primeiro membro cia Eq. (3*5) pode ser substituído por P X Q'; analo- 
ga mente, os produtos vetoriais P X Q^P X podem ser substituídos, 
respectivamente, por P X e P X Logo, à relação a ser demons- 
trada pode ser escrita na forma 

PXQ'=PX { + P X Q f : (3.5') 

Observamos agora que P X Q' pode ser obtido a partir de Q\ 
multiplicando-se este vetor pelo escalar P e girando-o 90° no sentido 
an ti -horário no plano zx (Fig. 3.9 b); os outros dois produtos vetoriais 
na Ecp (3.5 ) podem ser obtidos da mesma fo rma a partir de e Q%, 






Figura 3.9 


[í 




respectiva meu te. Agora, como a projeção de um parai e logi amo sobre um 
plano arbitrário é um paralelogramo, a projeção Q da soma Q de Q, e 
Q 2 deve ser a soma das projeções <?'i e Q z de Q t e 0- sobre o mesmo 
plano (Fig, 3.{)r/). Esta relação entre os vetores Q',Q'ieQ' 2 ainda será 
válida depois que os três vetores tenham sido multiplicados pelo escalar 
P e girados 90° (Fig. 3.9 h). Logo, a relação (3.5 ) está demonstrada, e 
podemos agora estar seguros de que a propriedade distributiva vale para 
os produtos vetoriais, 

Uma terceira propriedade, a propriedade associativa, não se aplica 
aos produtos vetoriais; em geral, ternos 


(PXQ)XS^PX (Q X S) 


(3.6) 




3.5 Produtos vetoriais expressos em termos de 
componentes retangulares 

Vamos determinar agora o produto vetorial de dois vetores unitários 
quaisquer entre i, j e k, definidos no Cap. 2, Considere primeiro o pro- 
duto i X j (Fig. 3 : 1 0a ) . Como ambos os vetores têm intensidade igual a 
1, e como formam um ângulo reto entre si. seu produto vetorial também 
será um vetor unitário. Esse vetor unitário será k, pois os vetores i, j e 
k são mutuamente perpendiculares e formam uma tríade orientada di- 
retamente, For outro lado, resulta da regra da mão direita, mencionada 
na Seção 3.4 - Produto vetorial de dois vetores, que o produto j X í será 



(b) 

Figura 3.1 0 
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Figura 3.1 1 


igual a — k (Fig. 3. 10 h). Final mente, deve-se observar que o produto ve- 
torial de um vetor unitário por si próprio, tal como i X i, é igual a zero, 
pois ambos os vetores têm a mesma direção. Os produtos vetoriais 
vários pares possíveis de vetores unitários são 


i x i 

i X j 

i X k 


0 


J 


] x i 

j X j 
j x k 


0 


k x i = j 

k X j = — i 
k X k = 0 


(3.7) 


Arranjando as três letras que representam os vetores unitários em um 
círculo, em ordem anti-horária (Fig. 3.1 L), podemos simplificar a deter- 
minação do sinal do produto vetorial de dois vetores unitários, O produto 
vetorial de dois vetores unitários será positivo se ambos seguirem um ao 
outro em ordem anti -horária e será negativo se seguirem um ao outro em 
ordem horária* 

Podemos agora expressar o produto vetorial V de dois vetores dados 
P e Q em termos dos componentes retangulares desses vetores. Decom- 
pondo PeQ, escrevemos primeiro 


V = P X Q = (F,i + P lf j + FM) X (ÇJ + Q t{ j + Q z k) 

Usando a propriedade distributiva, expressamos V como uma soma de 
produtos vetoriais, tais como P v i X Q tJ s Uma vez que cada uma das ex- 
pressões obtidas é igual ao produto vetorial de dois vetores unitários, tais 
como i X j, multiplicado pelo produto de dois escalares, tais como P X Q ^ 
c retomando as identidades (3.7), oh temos, após a fato ração de i, j e k n 

v (P y Q z - P;Q,)i + (P& - P<?Jj + ÍP£ y - P,,QJk (3.8) 

Os componentes retangulares do produto vetorial V são determinados 
então como 


V = P ti Q, ~ P z ç„ 

V y = P.Ç, “ P ± Ç X (3.9) 

V = PÇ -PÇ 

z xx tj y V * 

Retornando à Eq. (3.8). observamos que o segundo elemento representa 
a expansão de um determinante. O produto vetorial V pode então ser 
representado na seguinte forma, mais fácil de memorizar/ 



i j k 

Px P,, Pz 

< 2 * Qu Qz 


(3.10) 


* Qualquer determinante que consista em três linhas e três colunas pode ser calculado 
repetindo-se a primeira e a segunda colunas e íor mando-se os produtos ao longo de cada 
linha diagonal, A soma dos produtos obtidos ao longo das linhas ê então subtraída da soma 
dos produtos obtidos ao longo das linhas em preto. 
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3*6 Momento de uma força em relação a um ponto 

Vamos considerar agora uma força F que atua sobre um corpo rígido 
(Fíg. 3,12 a). Como sabemos, a torça F é representada por um vetor que de- 
fine sua intensidade, sua direção e seu sentido. Entretanto, o efeito da força 
sobre o corpo rígido depende também do seu ponto de aplicação A. À posi- 
ção de A pode ser conveniente mente definida pelo vetor r que liga o ponto 
de referência lixo O com A\ esse vetor é conhecido como vetor posição de 
A d O vetor posição r e a força F definem o plano mostrado na Fig, 3* 12o. 

Vamos definir o momento de F em relação a O como o produto veto- 
rial de v e F: 


M 0 - r X F 


(3.11) 


De acordo com a definição de produto vetorial dada na Seção 3.4, o 
momento M 0 deve ser perpendicular ao plano que contém O e a força F, 
O sentido de M 0 o definido peln sentido da rotação que (az o vetor r ficar 
alinhado com o vetor F; essa rotação será vista como anti-horária por um 
observador localizado na ponta de M f l . Outro modo de se definir o sen- 
tido de M , é fornecido por uma variação da regra da mão direita: feche 
a mão direita e á posicione de modo que seus dedos fiquem curvados no 
sentido da rotação que F imprimiria ao corpo rígido em relação a um eixo 
fixo dirigido ao longo da linha de ação de M 0 ; seu polegar irá indicar o 
sentido do momento M, , (Fig. 3.12 b). 

Final mente, representando por 0 o ângulo formado entre as linhas 
de ação do vetor posição r e a força F h concluímos que a intensidade do 
momento de F em relação a 0 é 




(b) 


Figura 3, t 2 


Al a = rF sen 6 = Fd 


(3.12) 


onde d representa a distância perpendicular cie O até a Unha cie ação de 
F, Como a tendência de uma força F de fazer um corpo rígido girar em 
torno de um eixo fixo perpendicular à força depende da distância de F 
desse eixo hem como da intensidade de F, notamos que a intensidade 
de M 0 mede a tendência de uma força F de fazer o corpo rígido girarem 
torno de um eixo fixo dirigido ao longo de M 0 . 

No Sistema Internacional de Unidades, no qual a força é expressa 
em newtons (N) e a distância em metros (m), o momento de uma força é 
expresso em newton-metros (N 1 rnb No sistema usual de unidades dos 
EUA, onde a força é expressa em libras e a distância em pés ou polegadas, 
o momento de uma força é expresso em 1b ■ (t ou ]i> ■ in. 

Pudemos observar que, embora o momento M 0 cl e uma força em 
relação a um ponto dependa da intensidade, da linha de ação e cio sentido 
da força, ele não depende da posição real do ponto de aplicação da força 
ao longo da sua linha de ação. De modo inverso, o momento M 0 de uma 
força F não caracteriza a posição do ponto de aplicação de F, 

Todavia, como veremos agora, o momento M n de uma força F de 
intensidade, direção e sentido conhecidos define completam ente a linha 


' * Podemos fac ilmente verificar que os vetores posição obedecem â iei da adição de vetores 
e, portanto, são vetores verdadeiros. Considere, por exemplo, os vetores posição r e r r de 
A com relação a dois pontos de referência O e O f é o vetor posi ção s de O com relação a O f 
(Fig. 3.40rt, Seção 3. 16 ). Ver ifica mos que o vetor posição rí = O f A pode ser obtido dos ve- 
tores posição s — 00 e r — O A „ aplicando-se a regra do triângulo para adição de vetores. 
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de ação de F. De fato, a linha de ação de F deve estar em um plano que 
contenha O e ser perpendicular ao momento M 0 ; sua distância d de O 
deve ser igual ao quociente M 0 / F das intensidades de M 0 e F; e o senti- 
do de M, , determina se a linha de ação de F deve ser traçada de um Sado 
ou de outro do ponto O. 

Lembremos, da Seção 3.3, que o princípio da transmissibidade es- 
tabelece que duas forças F e F' são equivalentes (isto é, têm o mesmo 
efeito sobre um corpo rígido) se tiverem a mesma intensidade, a mesma 
linha de ação e o mesmo sentido. Esse princípio pode agora ser reescrito 
dá seguinte maneira: duas forças F e F' mo equivalentes se, e somente se, 
forem iguais (isto é, se tiverem a mesma intensidade, a mesma direção e 
o mesmo sentido) e têm momentos iguais em relação a um dado ponto O. 
Logo, as condições necessárias e suficientes para que duas forças FeF' 
sejam equivalentes são 


F = F' 


M 0 = M' 


(3.13) 


Devemos observar, a partir desse enunciado, que, se as relações (3.13) 
valem para um dado ponto O, irão valer para qualquer outro ponto. 


Problemas envolvendo apenas duas dimensões. Muitas aplica- 
ções lidam com estruturas bidimensionais, ou seja, estruturas que têm 
comprimento e largura, mas profundidade desprezível e estão sujeitas a 
forças contidas no plano da estrutura. Estruturas bidimensionais c as (or- 
ças que atuam sobre elas podem ser direta mente representadas em uma 
folha de papel ou em um quadro negro. Sua análise, portanto, é conside- 
ravelmente mais simples que a das estruturas e forças tridimensionais. 



Figura 3.13 


(íj) M 0 = +Fd 



(h) M q - -Fã 


Considere, por exemplo, uma placa rígida sujeita a uma força F 
(Fig. 3.13). O momento de F em relação a um ponto O escolhido no plano 
da figura é representado por um vetor M 0 de intensidade Fã, perpendicular 
ao plano. No caso da Fig. 3.13a, o vetor M 0 aponta para fora do papel, en- 
quanto no caso da Fig, 3.13/; ele aponta para dentro do papel. Olhando para 
a fig ura, oh servamos, no primeiro caso, que F tende a girar a placa no senti- 
do anti-horário e, no segundo caso. que ela tende a girar a placa no sentido 
horário, Logo, é natural referir-se ao sentido do momento de F em relação a 
O na Fig. 3. 13a como anti-horário % e na Fig, 3.13/; como horário J. 

Como o momento de uma força F que atua no plano da figura deve 
ser perpendicular a esse plano, precisamos especi ficar apenas a intensi- 
dade e o sentido do momento de F em relação a O. Isso pode ser feito 
atribuindo-se u intensidade M 0 do momento um sinal positivo ou negati- 
vo conforme o vetor M aponte para fora ou para dentro do papel. 
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3*7 Teorema de Varignon 

A propriedade distributiva dos produtos vetoriais pode ser usada para 
determinar o momento da resultante de várias forças concorrentes. Se 
várias forças F |% F 2 > ..., são aplicadas ao mesmo ponto A (Fig. 3.14) e se 
representarmos por r o vetor posição de A, segue-se imediatamente da 
Eq. (3.5) da Seção 3.4 que 


r X (F, + F a + ■■■) = r X F t + r X F fl + 


(3.14) 


Em palavras» o momento em relação a um dado ponto O da resultante 
de diversas forças concorrentes é igual a soma dos momentos das várias 
forças em relação ao mesmo ponto O. Esta propriedade f que foi origi- 
nalmente estabelecida pelo matemático francês Pierre Varignon (1654“ 
1722) bem antes da introdução da álgebra vetorial, é conhecida como 
teorema de Varignon. 

A relação (3.14) torna possível a substituição da determinação dire- 
ta do momento de uma força F pela determinação dos momentos de 
duas ou mais forças componentes* Como você verá na próxima seção, 
F geralmeiite será decomposta em componentes paralelos aos eixos de 
coordenadas. Todavia, pode ser mais rápido em algumas circunstâncias 
decompor F em componentes que não sejam par alelos aos eixos de coor- 
denadas (ver Problema Resolvido 3.3). 



Figura 3*14 


3*8 Componentes retangulares do momento 
de uma força 

Em geral, a determinação do momento de uma força no espaço será con- 
sideravelmente simplificada se a força e o vetor posição do seu ponto de 
aplicação forem decompostos em componentes retangulares x, tj e z. 
Considero, por exemplo, o momento M (J em relação a O de uma força F 
cujos componentes são fq, F e F_e que é aplicada a um ponto A de coor- 
denadas x, ij e z (Fig. 3.15). Observando que os componentes do vetor 
posição r são respectivamente iguais ás coordenadas v, y e z do ponto A, 
escrevemos 

r = xi + 1 / j + ~k (3.15) 

F - F i + FJ + F.k (3.16) 

Substituindo as expressões para r e F das Eqs, (3*15) e (3.16) em 

M 0 = r X F (3*11) 

e retomando os resultados obtidos na Seção 3.5, escrevemos o momento 
M 0 de F em relação a O na seguinte forma 


= Mi + MA + Mk 


■o 


(3.17) 


Figura 3.15 



onde os componentes M x , M e M, são definidos pelas relações 


y 


= yF s - 

zF x - xf\ 
M_ = xF — í/F 


K 

M 


y 




(3.18) 
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Figura 3,1 6 



Figura 3,1 7 



Como você verá na Seção 3,1 1, os componentes escalares M v> M e M, 
do momento M ( medem a tendência da força F de imprimir a um corpo 
rígido um movimento de rotação em tomo dos eixos _v, ij cz, respectiva- 
mente. Substituindo a Eq. (3.18) na Eq, (3.17), podemos também escre- 
ver M 0 na forma de um determinante 




j k 

y s 


(3.19) 


Para calcular o momento em relação a um ponto B arbitrário de 
uma força F aplicada em A (Fig, 3 .16), devemos substituir o vetor posição 
r na Eq. (3,1 1 ) por um vetor traçado de B até A. Esse vetor é o vetor po- 
sição de A com re laç ão a fí e será representado por r , /E . Observando que 
r A/fí pode ser obtido subtraindo-se iç. de r A , temos: 

M b = r A/B x F = ( r A “ r fl ) X F (3.20) 

ou, usando a forma de determinante 



* 

1 

-* 

J 

k 


Mg = 

X A/B 

í / a/b 

Z A/B 

(3.21) 


F x 

f f 

F 

1 z 



onde x^g, y A/E e z A/B representam os componentes do vetor r A/B 

X A/B ~ r A ~~ Va/B “ Ha ~ Í/b Z AJB ~ Z A ~ Z B 

No caso de problemas que envolvam apenas chias dimensões, pode-se 
admitir que a força F esteja no plano xij (Fig, 3.17). Tornando z = 0 e 
F s — Ona Eq. (3,19), obtemos: 

M 0 =(xF 9 - yFjk 

Verificamos que o momento de F em relação a O é perpendicular ao pla- 
no da figura e é completamente definido pelo escalar: 

M 0 = M = xF tJ - ;;F, (3.21) 

Conforme observamos anteriormente, um valor positivo de M a indica 
que o vetor M 0 aponta para fora do papel (a força F tende a girar o corpo 
no sentido anti-horário em torno de O) e um valor negativo indica que o 
vetor M 0 aponta para dentro do papel (a força F tende a girar o corpo no 
sentido horário em torno de O ), 

Para calcular o momento em relação a B (x B , y E ) de uma força situ- 
ada no plano xtj e aplicada em A (x A , ij a ) (Fig. 3,18), estabelecemos que 
zq /j; = 0 e F z — 0 nas relações (3.21 ), e observamos que o vetor é per- 
pendicular ao plano xy e é definido em intensidade e sentido pelo escalar 

M s = (x A - x b )F v - (j A - * , e )F x (3.23) 


Figura 3,1 8 
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PROBLEMA RESOLVIDO 3.1 


Uma força vertical de 150 N 6 aplicada na extremidade de um alavanca que 
está ligada a um eixo em O. Determine (a) o momento da força de 450 N 
em relação a O ; (b) a força horizontal aplicada em A que gera o mesmo mo- 
mento em ralação, a ü; (c) a força mínima aplicada em A que gera o mesmo 
momento em relação a O; (d) a que distancia do eixo deve atuar uma força 
vertical de 1.080 N para gerar o mesmo momento em relação a O; (e) se 
alguma das forças obtidas nas parte h . c e d ê a força original. 


J 
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SUO N 



B 

200 mm * 



V 


PROBLEMA RESOLVIDO 3.2 

Uma força de 800 N atua sobre um suporte, como mostra a ilustração, De- 
termine o momento da força em relação B, 


SOLUÇÃO 


O momento M f , da força F em relação a B ê obtido por meio do produto 
vetorial 


r AJF ^ ^ 

onde é o vetor traçado de B ate A * Decompondo r w . e F em componen- 
tes retangulares, temos; 


r A/B = -{ 0 ? 2 m)i + (0,16 rn)j 
F = (800 N) eos 6 (Pi + (800 N) sen 60°j 
= (400 N)i + (693 N)j 


Retomando as relações (3.7) para os produtos vetoriais de 
(Seção 3.5) obtemos: 


vetores unitários 


M* = r A/H X F - [—(0,2 m)i + (0,16 m)j] X [(400 N)i + (693 N)j] 

= -(138,6 N ■ m)k - (64,0 N ■ m)k 

= -( 202,6 N ■ m)k U B = 203 N * m J 4 

O momento é um vetor perpendicular ao plano da figura e que aponta 
para tl entro do papel. 

J 


135 N 




PROBLEMA RESOLVIDO 3.3 


l ma força de 135 N atua na extremidade de uma alavanca de 0.9 m, como 
mostra a ilustração. Determine o momento da força em relação a O. 


SOLUÇÃO 


A força é substituida por dois componentes, um P na direção OÂ e um com- 
ponente Q perpendicular a CM, Como O está sobre a linha de ação cie P, o 
momento de P em relação a O é nulo e o momento da força 135 N reduz-se 
ao momento de Q, que é horário e, portanto, representado por um escalar 


uetíativo 


M 0 - 


Q = (135 N) sen 20° = 46.17 N 

3,9 m) = -(46,17 N)(0,9 m) = -41,55 N * m 


Como o valor obtido para o escalar M a é negativo, o momento M G aponta 
para dentio do papel. Temos: 

M f ,—41 ,55 N 1 m J M 
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240 mm 



PROBLEMA RESOLVIDO 3.4 


Uma placa retangular é sustentada pelos suportes A e B e por um fio CD. 
Sabendo que a tração no fio é de 200 N, determine o momento em relação a 
A da força exercida pelo fio no ponto C. 


C 


V 


r 


0.3 m 


0,24 i 



D 


(28,8 N - m)j 
{7,68 N ■ m ) i 



(200 Ml) 


(28,8 N *m)lí 


C 


SOLUÇÃO 


O momentu M , da força F exercida pelo íiu no ponto C em relação a A é 
obtido escrevendo-se o produto vetorial 


M a - r CM X F 


(D 


onde v, ,, é o vetor traçado de A até C 


e F é a força de 200 N dirigida ao 
rio A — CD /CD, temos: 


r C M = AC = (0,3 m)i + (0,08 m)k 

de CD. Introduzindo o vetor unitá 


F “ FÀ = (200 N) 


CD 

CD 


(3) 


Decompondo o vetor CD em componentes retangulares, temos: 


CD = -(0,3 m)i + (0,24 m)j - (0,32 m)k 
Substituindo por (3), obtemos: 

200 N 


CD = 0,50 m 


F = 


[ — (0,3 m)i + (0,24 m)j — (0,32 m)k] 


0,50 m 

= —(120 N)i + ( 96 N ) j — (128 N)k 


(4) 


Substituindo r ( M e F de (2) e (4) por (1) e retomando as relações (3.7) da 
Seção 3.5, obtemos: 

M a - r aA X F = (0,3i + 0,08k) X ( — 1 20i + 96j - 128k) 

= (0,3)(96)k + (0,3)(— 128)(-j) + (0,Q8)(-I20)j + (0,08)(96)(-i) 

M a = -(7,68 N • ni)i + (28,8 N • m)j + (28,8 N • m)k < 


Solução alternativa. Conlorme indicamos na Seção 3.8, o momento M , 
pode ser expresso em forma de um determinante: 


M 


i j ^ 


‘ j k 

X C “ X A yc “ Í/a Zc “ Za 

— 

0,3 0 0,08 

F F F 

1 X 1 y 1 z 


-120 96 -128 


M a = — ( 7,68 N ■ m)i + (28,8 N ■ m)j + (28,8 N ■ m)k < 
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METODOLOGIA PARA 
A RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS 


N esta seção, apresentamos o produto vetorial de dois vetores. Nos problemas, a seguir, você 
usará o produto vetorial para calcular o momento de uma foi ça em relação a nm ponto e de- 
terminar também a distância perpendicular de um ponto a uma linha. 

Definimos o momento de uma força F em relação ao ponto O de um corpo rígido como 


M ( j = r X F 


(3.11) 


onde r é o vetor posição de O até qualquer ponto da linha de ação de F. Como o produto vetorial 
não é comutativo, é absolutamente necessário, ao calcular tal produto, que você coloque os vetores 
na ordem apropriada e que cada vetor tenha o sentido correto. O momento M. , é importante por- 
que sua intensidade é uma medida da tendência de uma força F em fazer o corpo rígido girar em 
torno de um eixo dirigido ao longo de M 0 , 


1 , Calculo do momento M 0 de uma força em duas dimensões. Pode-se adotar um dos 
segui n tes p roced i m entos ; 

O, Use a Eq. (3.12), M 0 = td f que expressa a intensidade do momento como o produto 
da intensidade de F e da distância perpendicular d de O até a linha de ação de F (Problema 
Resolvido 3.1), 

b. Expresse r e F na forma de componentes e efetue o produto vetorial M 0 = r X F formal- 
mente (Problema Resolvido 3,2). 

C, Decomponha F nos componentes paralelo e perpendicular ao vetor posição r, respecti- 
vamente. Apenas a componente perpendicular contribui para o momento de F (Problema Re- 
solvido 3.30). 

d. Use a Eq. (3.22), M 0 = M y = xF if — yF x < Quando se aplica esse método, a abordagem mais 
simples é tratar os componentes escalares de r e F como positivos e, por observação, atribuir então 
o sinal apropriado ao momento produzido por cada um dos componentes da força. Por exemplo, 
aplicando esse método no Problema Resolvido 3.2, observamos que ambos os componentes da tor- 
ça tendem a produzir uma rotação horária em tomo de B , Logo, o momento de cada componente 
da força em relação a B deve ser representado por um escalar negativo. Temos então o momento 
total. 

M b = “(0,16 m) (400 N) - (0,20 m) (693 N) = = 202,6 N ■ m 


2, Cálculo do momento M 0 de uma força F em três dimensões. Seguindo o método 
Problema Resolvido 3 .4, o primeiro passo é selecionar o vetor posição r mais conveniente (mais 
simples). Em seguida, você deve expressar F em termos de componentes retangulares. o p asso 
final consiste em efetuar o produto vetorial r X F para determinar o momento. Na maioria dos 
problemas tridimensionais, você achará mais fácil calcular o produto vetorial usando um determi- 
nante. 


3. Determinação da distância perpendicular d de um ponto a até uma dada li- 
nha. Primeiro, admita que a força F de intensidade conhecida F esteja ao longo de uma dada 
linha. Em seguida, determine seu momento em relação a A escrevendo o produto vetorial 
M A = r X F. e calcule esse produto tal como indicamos anteriormente. Calcule, então, sua in- 
tensidade M a . Final mente, substitua os valores de F e M. na equação M x = Fd e a resolva para d. 
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3.1 


3.2 


3.3 


3.4 


3.5 


3.6 


3.7 


3.8 


PROBLEMAS 


Uma válvula de pedal para um sistema pneumático é articulada em B. 
Sabendo que a = 28°, determine o momento de uma força de 16 N 
em relação ao ponto B decompondo a força em componentes hori- 
zontal e vertical. 


Uma válvula de pedal para um sistema pneumático é articulada em B. 
Sabendo que ot — 28°, determine o momento de uma força de 16 N 
em relação ao ponto B decompondo a força em componentes ao lon- 
go de ABC e em uma direção perpendicular a ABC. 


A força de 300 N e aplicada em A como mostrado na ligura. Deter- 
mine (a) o momento da força de 300 N sobre iJ, f b) a menor força 
aplicada em B < jue cria o mesmo momento em D. 

A força de 300 N é aplicada em A corno mostrado na figura. Determine 
(a) o momento da força de 300 N sobre D. (b) a intensíd ade e sentido 
da força horizontal aplicada em C que cria o mesmo momento sobre D; 
(c) menor força aplicada em C que cria o mesmo momento em D. 



125 mm 

I_ 

C 

B 


Uma força P de 35 N c aplicada em uma alavanca de câmbio. Deter- 
mine o momento de P sobre B quando a e igual a 25". 

Para a alavanca de câmbio mostrada na figura determine a intensi- 
dade e direção da menor força P que gera um momento no sentido 
horário de 21 N ■ m sobre B. 

Uma força F de 49 N é aplicada em uma alavanca de câmbio. O mo- 
mento P sobre fí e horário e tem a intensidade de 28 N-m. Determi- 
ne o valor de Of. 

Sabe-se que urna força vertical de 890 N e necessária para remover 
da tábua o prego lixado em C. Ao primeiro movimento do prego, 
determine (a) o momento em relação a B da força exercida sobre o 
prego, (h) a intensidade da força P que cria o mesmo momento em 
relação a B se a — 10°, (c) a menor força P que cria o mesmo mo- 
mento em relação a B . 


170 liiiiL 



Figura P3J e P3.2 



Figura P3.5, P3.6 e P3.7 



100 mm 


Figura P3.8 


91 


92 Mecânica vetorial para engenheiros: estática 


3.9 Um guincho Afí é usado para endireitar um mourão. Sabendo que a 
tração no cabo BC é Li 40 N e o comprimento d é 1,9 m, determine 
o momento em relação a 1) da força exercida pelo cabo em t 1 decom- 
pondo tal (orça no componente horizontal e no vertical aplicados (a) 
no ponto C, (b) no ponto E. 

3-10 Sabe-se que é necessária uma força com um momento de 960 Mun 
em relação a D para endireitar o mourão CD. Se d — 2,8 m, determi- 
ne a tração que deve ser desenvolvida no cabo do guincho AB para se 
criar o momento necessário cm relação ao ponto D. 



jL 


0,B75 ml 


if 




0,2 m 


Figura P3.9, P3/I0 e P3 J T 


3*1 1 Sabe-se que ê necessária uma força com um momento de 960 N ■ m 
em relação a D para se endireitar o mourão CD. Se a capacidade do 
guincho AB 2.400 X, determine o valor mínimo da distância d para se 
criar o momento especificado em relação ao ponto D. 


3,12 © 3.13 Aporta traseira de um carro é sustentada por uma haste 
hidráulica BC, Se a haste exerce uma força de 556 X dirigida ao longo 
da sua linha de centro sobre a rotula em B, determine o momento da 
força em relação a A, 


306 mm 410 mm 


87ü i n ii3 



Figura P3A 2 Figura P3.1 3 
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3.14 Um mecânico utiliza um pedaço de tubo AB como alavanca para esti- 
car a correia de um alter nador Quando ele empurra a alavanca para 
baixo em A, uma força de 485 N é exercida sobre o alter nador em B. 
Determine o momento dessa iorça em relação ao parafuso C se a sua 
linha de ação passa através de O, 


120 mm 
*- 


M 

90 mm 


72 mm 

u 



Figura P3,14 


3.15 Desenvolva os produtos vetoriais B X C e EU X C, onde B = B \ e 
u se o s r es u 1 tado s ob t i d os pa r a d e i n o n st r ar a i d e n t idade : 

sen a eos /3 — 1 sen(o + /3) + i sen ia — (i) 

3.1 6 Uma linha passa pelos pontos (20 nu 16 tri) e { — 1 m, —4 m). Deter- 

mine a distância perpendicular d da linha até a origem O do sistema 
de coordenadas, 

3.1 7 Os vetores P e Q constituem dois lados adjacentes de um paralelogra- 

mo. Determine a área do paralelogramo quando (a) P = — 7i + 3j ~ 3k 
e Q = 2i -h 2j + 5k, (h) P = 6i - 5j - 2k e Q = - 2i + 5j - k. 


U 


B 


x 


W 



Figura F3.1 5 


3. 1 8 Um plano contém os vetores A e B Determine o vetor unitário nor- 
mal ao plano quando A e B são iguais, respecti vam ente, (a) i + 2j — 
5k e 4i — 7j — 5k. (b) 3i — 3j + 2k e — 2i + 6j — 4k. 

3*1 9 Determine o momento em relação â origem O da força F = li + 
5j + 3k que atua em um ponto A Suponha que o vetor posição de 
A seja (a) r — 2i — 3j + 4k, (b) ) r = 2i + 2,5j — 1 ,5k, (c) r = 2i + 
5j + 6k. 

3.20 Determine o momento em relação à origem ü da força F = — 2i + 
3j + 5k que atua em um ponto A. Suponha que o vetor posição de A 
seja (tf j r = i + j 4- k, (b)r = 2i + 3j — 5k, (c) r ~ ^4i + 6j + 10k. 

3.21 Uma força de 200 N é aplicada em um suporte Af3C como mostrado 
na figura. Determine o momento da força sobre A. 



200 N 


Figura P3.21 
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3.22 Antes que o tronco cie nina grande árvore venha a cair, são amarra- 
dos cabos AB e BC, como mostra a figura, Sabendo que as forças de 
tração nos cabos AB e BC são de 555 N e 660 N, respectivamente, 
determine o momento em relação a O da força resultante exercida 
sobre a árvore pelos cabos em B . 



Figura 93,23 


í/ 





[í 



Figura P3.22 


3.23 Uma barra de 6 m tem uma ponta fixada em A. Um cabo de aço e 
esticado da ponta livre B da bana ao ponto t. 1 localizado na parede 
vertical. Se a tensão no cabo é 2,5 kN, determine o binário que a 
força exerce sobre A através do cabo em B. 


3.24 Uma tábua AU, usada para escorar temporariamente um telhado, 
exerce no ponto A do telhado uma força de 254 N dirigida ao longo 
de BA. Determine o momento da força em relação a C. 

3.25 A rampa AB CD é sustentada por cabos nos cantos C e D. A tração em 
cada um dos cabos é 810 N. Determine o momento em relação a A da 
força exercida (a) pelo cabo em D, (b) pelo cabo em C. 


[í 



Figura 93.25 
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3.26 Um pequeno barco é suportado por dois guindastes, mu dos quais e 
mostrado tia figura. A tensão na linha ABAD é 365 Nb Determine o 
momento da resultante R A sobre C exercida pelo guindaste em A. 



Figura P3.2Ó 


3.27 No Problema 3.22 determine a distancia perpendicular do ponto O 
até o cabo AB. 

3.28 No Problema 3.22 determine a distancia perpendicular do ponto O 
ate o cabo BC. 

3-2 9 No Problema 3.24, determine a distância perpendicular do ponto D 
ate uma linha qne passa pelos pontos A e B 

3.30 No Problema 3.24, determine a distância perpendicular do ponto C 
até uma linha que passa pelos pontos A e B. 

3 .3 1 No Problema 3.25 determine a distância perpendicular do ponto A 
até a porção DE do cabo DEF. 

3.32 No Problema 3.25 determine a distância perpendicular do ponto A 
até uma linha que passa pelos pontos C e G. 

3.33 No Problema 3.26 determine a distância perpendicular do ponto C 
até a porção 4D da linha ABAD . 

3.34 Detei ■mine o valor de a que minimiza a distância perpendicular de 
um ponto C até a seção da tubulação que passa pelos pontos A e B, 



Figura P3.34 
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!t 



Figuro 3.20 


3*9 Produto escalar de dois vetores 

O produto escalar de dois vetores P e Q é definido como o produto das 
intensidades de PeQe do cosseno do ângulo 0 formado por P e Q. 
( Fig, 3. 19). O produto escalar de PeQ é representado por P t Q. Escre- 
vemos então: 


P ■ Q — PÇ cos 0 


(3*24) 


Observe cpie a expressão definida na Eq. (3.24) não é um vetor, mas um 
escalar, o (pie explica o nome produto escalar. 

Segue-se imediatamente da definição que o produto escalar de dois 
vetores é comutativo, ou seja, que 

P Q = Q P (3.25) 


Para provar que o 
monstrar a relação 


produto escalar é também distributivo > devemos de- 


P (Qa + Q 2 )= p Q, + r Q a 


(3.26) 


Podemos admitir; sem perda do caráter genérico, que P esteja dirigido ao 
longo do eixo ij (Fig* 3.20). Representando por Q a soma de Q^Q 2 e por 
0 o ângulo formado entre Q e o eixo expressamos o primeiro membro 
de (3.26) da seguinte maneira: 

p ÍQi + Q s ) = P Q = PÇ ca s e=pç tj (3,27) 

onde Q tf é o componente ;/ de Q De modo semelhante, podemos expres- 
sar o segundo membro de (3.26) como: 

p - Q| + P - Q 2 = P(Ç L ) ff + P(Q t ) [f (3.28) 

Como Q é a soma de Q, e Q p seu componente y deve ser igual à soma 
dos componentes // de Qj e Q 2 . Logo, as expressões obtidas em (3,27) e 
(3.28) são iguais e a relação (3.26) está demonstrada, 

A terceira propriedade — a propriedade associativa - não se aplica aos 
produtos escalares. De fato, (P * Q) ■ S não tem sentido, pois P * Q não é 
um vetor, mas um escalar, 

O produto escalar de dois vetores PeQ pode ser expresso em termos 
componentes retangulares. Exprimindo PeQ em componentes, escre- 
vemos primeiro: 


PQ = (P x i + P r j +J\k) - (Ç t i + Çj -bÇLjk) 

Fazendo uso da propriedade distributiva, expressamos P ■ Q como uma 
soma de produtos escalares, tais como Pi - Çj e Pi * pjá Entretanto, 
da definição do produto escalar segue-se que os produtos escalares dos 
vetores unitários são iguais a zero ou um. 


j j = 1 k-k= 1 

j • k = 0 k • i = 0 


i • i = 1 
i * j = 0 


(3.29) 
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Logo, a expressão obtida para P - Q reduz-se a 


r Q = pg z + r íj ç y + r z ç z 


No caso particular em que P e Q são iguais, observamos que 


P ■ P = P 2 X + F? + P? = P 2 


(3.31) 


Aplicações 

1 . Angulo formado por dois vetores. Sejam clois vetores uaclos em ter- 
mos de seus componentes: 

P = Pj + P s j + PM 

Q - QA + Vj + QM 

Para determinar o ângulo foi miado pelos dois vetores, igualamos as 
expressões obtidas em (3*24) e (3.30) para seu produto escalar e es- 
crevemos 


PQ cm Ú = l\Q+F tj Q^P_Q z 


Resolvendo para cos0, temos: 


cos 0 


P& + PyQy + P;Q = 

PÇ 


2, Projeção de um vetor sobre um dado eixo . Considere um vetor 
P formando um ângulo 0 com um eixo, ou linha orientada, OL 
(Fig. 3,21 ). A projeção de P sobre o eixo OL é definida como sendo 
o escalar: 


P (1 , = p cos 0 



Observamos que a projeção P L ê igual em valor absoluto ao compri- 
mento do segmento O A; a projeção será positiva se OA tiver o mes- 
mo sentido do eixo OL, ou seja, se o ângulo 0 ior agudo, e negativo, 
em caso contrário. Se P e OL estiverem em ângulo reto, a projeção 
de P sobre OL será nula* 

Considere agora um vetor Q dirigido ao longo de OL e no mes- 
mo sentido de OL (Fig. 3.22). O produto escalar de P e Q pode ser 
expresso como 



Figura 3.21 



P ■ Q = PÇ cos 0 = P w Ç 


da qual Segue-Se que 




P * Q PxQx + PyQy + PzQz 



Figura 3.22 
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Figura 3,23 


No caso particular em que o vetor escolhido ao longo de OL seja o 
vetor unitário À (Fig, 3.23), temos: 


?OL = P A 


(3.36) 


Decompondo P e À em componentes retangulares, e lembrando da 
Seção 2.12, que os componentes de À ao longo dos eixos de coor- 
denadas são respectivamente iguais aos cossenos diretores de OL, 
expressamos a projeção de P sobre OL como 


F nt = P v cos 0 +P cos 0 + P. cos 0. 

UXj- A Aí "j JjI r- 


(3.37) 


onde 9 x , 9 í; e 0. representam os ângulos que o eixo OL forma com os 
eixos de coordenadas. 


3.10 Produto triplo misto de três vetores 

Definimos o produto triplo misto de três vetores S,PeQ como a expres- 
são escalar 



Figura 3.24 



Figura 3.25 


S - (P X Q) 


(3,38) 


obtida a partir do produto escalar de S pelo produto vetorial de P e Q. ç 

Uma interpretação geométrica simples pode ser dada para o produto 
triplo misto de S, P e Q (Fig. 3.24). Primeiro, como vimos na Seção 3.4, 
o vetor P X Q é perpendicular ao plano que contém P e Q e que sua 
intensidade é igual à área do paralelogramo que tem Pe Q por lados. 
Por outro lado, a Eq. (3.34 ) indica que o produto escalar de S e P X Q 
pode ser obtido multiplicando-se a intensidade de P X Q (ou seja, a área 
do paralelogramo definido por P e Q) pela projeção de S sobre o vetor 
P X Q (isto é, pela projeção de S sol ire a normal ao plano que contém 
o paralelogramo), Logo, o produto triplo misto é igual, em valor abso- 
luto, ao volume do paralelepípedo, tendo os vetores S PeQ por lados 
( F ig- 3.25X Observamos que o sinal do produto triplo misto será positivo 
se S, P e Q formarem uma tríade orientada clí retamente e negativo se 
formarem urna tríade orientada inversamente (isto é. $ * (P X Q) será 
negativo se a rotação que faz P ficar alinhado com Q for vista no sentido 
horário a partir da ponta de S), O produto triplo misto será zero se S n P e 
Q forem coplanares. 

Como o paralelepípedo definido no parágrafo anterior independe da 
ordem em que os três vetores são tomados, os seis produtos triplos mistos 


* Outro tipo de produto triplo será apresentado posterior mente (Cap. 15): o produto tri- 
plo vetorial $ X (P X Q) 
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que podem ser formados com S,Pe Q terão todos o mesmo valor absolu- 
to, embora não o mesmo sinal. Ve ri fica -se facilmente que 

S - (P X Q) = P - (Q X S) = Q - (S X P) 

= -S*(QXP) = -P‘(SXQ)=-Q-(PX S) { } 

Arranjando as três letras que representam os três vetores em uni cír- 
culo, em ordem anti-horária (Fig, 3.26), observamos que o sinal do pro- 
duto triplo misto permanece inalterado se os vetores forem permutados 
de modo que eles ainda sejam lidos em ordem anti-horária. Tal permuta- 
ção é denominada permutação cíclica. Da Eq, (3.39) c da propriedade 
comutativa tios produtos escalares resulta também que o produto triplo 
misto de S, P e Q pode ser bem definido igualmente como S ■ (P X Q) 
ou corno (S X P) * Q. 

O produto triplo misto dos vetores S ? P e Q pode ser expresso em 
termos dos componentes retangulares desses vetores. Representando 
P X Q por V e usando a formula (3.30) para expressar o produto escalar 
de S e V, temos: 

S • (p x Q) = S ■ V = S V 7 + S V + S V 

' Tt- ■ II fj tf -u -í 

Substituindo os componentes de V obtidos pelas relações (3.9), obtemos 


S • (P X Q) = S,(P,Q, - Pfi,) + SJfJQ, - P,Q,) 

+ SJ.P.Ç, - P,Q.) <3 ' 40) 

Essa expressão pode ser escrita de modo mais compacto se observarmos 
que ela representa a expansão de um determinante: 



S * (P x Q) 



S- 

P- 

tf 

Ç>* 


(3.41) 


Aplicando as regras que regem as permutações de linhas em um deter- 
minante, poderíamos verificar facilmente as relações (3.39), antes dedu- 
zidas a partir de considerações geométricas. 


3. 1 1 Momento de uma força em relação 
a um dado eixo 

Agora que aumentamos mais nosso conhecimento de álgebra vetorial, 
podemos apresentar um novo conceito, o conceito de momento de uma 
força em relação a um eixo . Considere novamente uma força F que atua 
sobre uni corpo rígido e o momento M 0 dessa força em relação a O 
( Fíg, 3.27). Seja OL um eixo através de O; definimos o monient o M ol de F 



l 


x 


Figura 3.27 
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em relação a OL como a projeção OC do momento M G sobre o eixo OL. 
Representando por À o vetor unitário ao longo de OL e retomando as 
Seções 3.ÍJ e 3,6, respectivamente, as expressões (3.36) e (3, ! 1 ) obtidas 
para as projeções de um vetor sobre um dado eixo e para o momento M 0 
de uma força F t temos: 



Figura 3.28 


M ol = A • M (> = A • (r K F) (3 ' 42) 

que mostra que o mo meu to ^ol ^ em relação ao eixo OL é o escalar 
obtido desenvolvendo-se o produto triplo misto de À, r e F Expressando 
M OI na forma de um determinante, temos: 





(3.43) 


onde À v? À t À_ = cossenos diretores do eixo OL 

x y tj , z — coordenadas do ponto de aplicação de F 
F x F F = componentes da força F 

O significado físico do momento M /:S de uma força F em relação a um 
eixo lixo OL torna-se mais evidente se decompusermos F em dois com- 
ponentes retangulares F, e F 0> com F, paralelo a OL e F, situado em um 
dano V perpendicular a OL (Fig. 3.28), Decompondo r de modo seme- 
liante em dois componentes iq e r 2 e substituindo F e r na Eq* (3*42), 
temos; 


M ol = A - [{j*i + r 2 ) X (Fj + Fo)l 

= À * (r ( X F|) + À - (ri X F 2 ) + À ■ (r 2 X Fj ) + À * (r 2 X F 2 ) 


ue todos os produtos triplos mistos, exceto o último, são nulos, 
vem vetores que são cop lanares quando traçados a partir de 


Ao notar í 
pois eu vo 

u m a origem com 1 1 m ( Seção 3 . 1 0) , te m os: 


Aí,, = A • (r a X F 2 ) (3.44) 

O produto vetorial r, X é perpendicular ao plano P e representa o 
momento do componente F 2 de F em relação ao ponto Q : em que OL 
intercepta P * Logo, o escalar M olJ que será positivo se r 2 X F e OL tive- 
rem n mesmo sentido e sentido negativo em caso contrário, mede a ten- 
dência de F 2 a fazer o corpo rígido girarem torno do eixo fixo OL. Como 
o outro componente F, de F não tende a fazer o corpo girar em torno de 
OL, concluímos que o momento M 0{ de F cm relação a OL mede a ten- 
dência da força F a imprimir ao corpo rígido um movimento de rotação 
cm torno ao eixo fixo OL. 

Segue-se da definição do momento de uma força em relação a um 
eixo que o momento de F em relação a um eixo de coordenadas é igual 
ao componente de M () ao longo desse eixo. Dispondo sucessivamente 
cada um dos vetores unitários i, j e k no lugar de À em (3.12), verificamos 
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que as expressões obtidas para os momentos de F em relação aos eixos de 
coordenadas são, respectivamente, iguais às expressões obtidas na Seção 
3.8 para os componentes do momento M 0 de F em relação a O, 


M x = 
My = 
M„ = 


V F '~ 

zF x 

xF 


r / 


r y 
- xF z 

~ ’J F * 


(3.18) 


Observamos que, assim como os componentes F vf F s} e F t de uma força 
F que atua sobre um corpo rígido medem, respectivamente, a tendência 
deF a mover o corpo rígido nas direções x H ij e z t os momentos M x > M e 
M_ de F em relação aos eixos de coordenadas medem a tendência de F u 
imprimir ao corpo rígido um movimento de rotação em torno dos eixos x, 
i/ez, respectivamente, 

De modo mais gera], o momento de uma força F aplicada no ponto 
A em relação a um eixo que não passa pela origem é obtido escolhen- 
do -se um ponto arbitrário B sobre o eixo (Fig. 3 .29) e determinan- 
do -se à projeção sobre o eixo BL do momento M f . de F em relação a B. 
Escrevemos 


^ EL ^ + ^ ' í r A / e ^ F) 



onde v a/r — r* — v H representa o vetor traçado de B até A * Expressando 
M , na forma cie uru determinante, temos 

dL 


M BL = 

A, 

X A/B 

X f j 

t/À/B 

K 

Z A/H 

(3.46) 


p* 

F 'j 

F . 

AP 




Figura 3.29 


onde À i? \ A. — cossenos diretores do eixo BL 

X A/B “ X A ~ X E !/a/B “ {/a _ Í/b %AfB ^ Z A ~ Z E 

F v> F F, = componentes da força F 

Deve-se notar que o resultado obtido é independente da escolha do pon- 
to B sobre o eixo dado. Com efeito, representando por M cn o resultado 
obtido com um ponto C diferente , temos 


Mcl “ A - \[r A Tc) X F] 

= A • [(r A - r B ) X F] + A * [(r B - r c ) X F] 

Mas. como os vetores Aer, - r r estão sobre a mesma linha, o volume 
cio paralelepípedo tendo por lados os vetores À e r B — r, e F nulo, bem 
como o produto triplo misto desses três vetores í Seção 3.10). À expres- 
são obtida para M CL reduz-se, portanto, ao seu primeiro termo, que é a 
expressão usada anterior mente para definir M hl , Além disso, segue-se da 
Seção 3.6 que. ao se calcular o momento de F em relação ao eixo dado, A 
pode ser qualquer ponto sobre a linha de ação de F. 
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PROBLEMA RESOLVIDO 3.5 



Um cubo de lado a sofre a ação de uma força P, como mostra a figura. De- 
termine 1 o momento cie P (a ) em relação a A, (h) em relação ã aresta AB f ( c ) 
em relação a diagonal AG do cubo, (d) Usando o resultado da parte e, deter- 
mine a distância perpendicular entre AG e FG. 


SOLUÇÃO 

a. Momento em relação O A . Escolhendo os eixos r. ij e z como mos- 
tra a figura decompomos em componentes retangulares a força P e o vetor 
- — > 

r F/A — d F traçado de A ate o ponto de aplicação F de P, 

r F/A — ai — oj = «(i — j) 

P = (P/V 2)j - (P/VÍ)k = (P/V2){j - k) 

O momento de P em relação a A ê 


M a = r F/A X P = fl(i - j) X (/YV2)(j - k) 

M ã = (aP/V2)(i + j + k) < 

b. Momento em relação a AB. Projetando M ^ sobre À escrevemos; 

M ab = i • M a = i - (aP/V2)(i + j + k) 

AÍab = a?íV 2 < 

Verificamos que, eorno AB é paralelo ao eixo ;v, m ab também é o componente 
X do momento M r 

c. Momento em relação à diagonal AG. O momento P em relação 
a /\G é obtido projetando-se M A sobre AG. Representando por À o vetor 
unitário ao longo de AG, temos: 



ai 


— íij — f?k 

aVs 


<1/V3)(Í — j - k) 


M ag = A - Ma = (1/V3)(i - j - k) • (aP/V2)(i + j + k) 

M ac = (aP/V 6)(1 - 1 - 1 ) Mag = ~aP/Vê 



Método alternativo. O momento P em relação a AC pode também ser 
expresso em forma de um determinante: 



A r 

ti 

-< 


1/V5 

-l/V 3 

-1/V3 

AG — 

*FM 

IjF/A Z'F/A 


a 

— a 

0 


F x 

Fy F z 


0 

P/V 2 

-P/V 2 


= — aP/V6 


d. Distância perpendicular entre AG e FC. Primeiro, observamos 
que P v perpendicular à diagonal AG. Pode-se conferir isso efetuando-se o 
produto escalar P ' À e verificando-se que c este é nulo; 


PvA = (ZVV2)íj - k) - (1/V3)(i — j — k) = (FV6)(0 - 1 + 1) = 0 

O momento M w; pode,, então, ser expresso como —/V/, onde cl 6 a distância 
perpendicular de AG até FC. (O sinal negativo é usado porque a rotação 
imprimida ao cubo P é vista no sentido horário por um observador em G ) 
Retomando o valor encontrado para M Á(: na parte r, 

M AG - -Pd = —aP/V 6 d = íj/Vfi 
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METODOLOGIA PARA 
A RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS 



N os problemas desta seção, você vai aplicar o produto escalar de dois vetores para determinar 
o ângulo formado por dois vetores dados e a projeção de uma força sobre um dado eixo. Você 
também usará o produto triplo misto de três vetores para encontrar o momento de uma força em 
relação a um dado eixo e a distância perpendicular entre duas linhas. 



1 , Cálculo do ângulo formado por dois vetores dados. Primeiro, expresse os vetores em 
termos de seus componentes e determine as intensidades dos dois vetores. O cosseno do ângulo 
de sejado é obtido, então, dividindo-se o produto escalar dos dois vetores pelo produto de suas 
intensidades [Eq. (3.32)]. 


2. Cálculo da projeção de um vetor P sobre um dado eixo OL, Em geral, comece 
expressando P e o vetor unitário À, que define a direção e o sentido do eixo em forma de compo- 
nentes. Tome cuidado com o sentido correto de À (ou se ja, À deve ser dirigido de O para L). Assim, 
a projeção necessária é igual ao produto escalar P ■ À. Todavia, se você conhece o ângulo 0 entre P 
e À, a projeção também é dada por P cos 0. 


3. Determinação do momento M OL de uma força em relação a um dado eixo 

OL, Definí m os M n( como 


M ol = À ■ M n = À ■ (r X F) 


o 


(3.42) 


onde À é o vetor unitário ao longo de OL erê um vetor posição de qualciuer ponto sobre a linha 
OL até qualquer ponto sobre a linha de ação de F. Tal como no caso do momento de uma força 
em relação a um ponto, a escolha do vetor posição mais conveniente vai simplificar seus cálculos. 
Lembre-se também do aviso da seção anterior; os vetores r e F devem ter o sentido correto e 
devem ser colocados na ordem apropriada. O procedimento que você deve seguir ao calcular o 
momento de uma força em relação a um eixo está ilustrado na parte c do Problema Resolvido 3.5. 
Os dois passos essenciais desse procedimento são, em primeiro lugar, expressar À, r e F em termos 
de seus componentes retangulares e. em seguida, efetuar o produto triplo misto À ■ (r X F) para 
determinar o momento em relação ao eixo. Na maioria dos problemas tridimensionais, o modo 
mais conveniente de se calcular o produto triplo misto é usar um determinante. 


Como observamos no texto, quando À estiver direcionado ao longo de um eixo de 
M OI/ será igual ao componente escalar de M 0 ao longo desse eixo. 


coordenadas, 


(continua) 
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4, Determinação da distância perpendicular entre duas linhas. Você deve se lembrar 
de que é o componente perpendicular F £ da força F que tende a fazer o corpo girar em tomo de 
um dado eixo Oh (Ftg. 3.28). Resulta, então, que 

M ol -FJ 

onde M OÍ é o momento de F em relação ao eixo OL e cl é a distância perpendicular entre OL e 
a linha de ação de F. Esta ultima equação nos fornece uma técnica simples para determinarmos 
d, Primeiro, suponha que a força F de intensidade conhecida F esteja ao longo de uma das linhas 
dadas e que o vetor unitário À esteja ao longo da outra linha. Em seguida, calcule o momento A í ol 
da torça F em relação à segunda linha aplicando o método discutido anteriormente. A intensidade 
do componente paralelo de F, de F é obtida usando-se o produto escalar: 


F r = F • A 


O valor de F 0 é determinado, então, como: 


F 2 = V. F 2 - Ff 

Finalmente, substitua os valores de M QL e na equação M OL = F 2 cí e resolva para d. 


Você deve agora compreender que o cálculo da distância perpendicular na parte r/ do Problema 
Resolvido 3 . .5 ficou simplificado pelo fato de P ser perpendicular â diagonal AG. Em geral, as duas 
linhas dadas não serão perpendiculares, de modo que a técnica que acabamos de delinear terá de 
ser usada na determinação da distância perpendicular entre elas. 
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PROBLEMAS 


3.35 Dados os vetores P = 3i — j + 2k T Q = 4í + 5j — 3k e S = — 2i + 3j 
— k, calcule os produtos escalares F*Q,P-SeQ f S. 

3.36 Desenvolva os produtos escalares B 1 C e B' ■ C, onde B — B\ e use 
os resultados obtidos para demonstrar a identidade 

i 

sen a cos = o cos (a + J3) + o cos (a — j3) 

3.37 À seção AB de uma tubulação está no plano ifz e forma um ângulo de 
37' 1 com o eixo z. Os ramais CD c EF são ligados a AB corno mostrado 
na figura. Determine o ângulo das linhas AB e CD. 

3.38 A seção AB de urna tubulação está no plano tjz e forma um ângulo de 
37 íh com o eixo z, Os ramais CD e EF são ligados a AB como mostrado 
na figura. Determine o ângulo cias linhas AB e EF . 

3.39 Considere a rede cie voleibol mostrada na figura. Determine o ângulo 
formado pelos cabos de sustentação AB e AC. 



Figura P3.39 e P3.40 


3.40 Considere a rede de voleibol mostrada na figura. Determine o ângulo 
formado pelos cabos de sustentação AC e A D 

3.41 Sabendo que a tensão no cabo AC ê 1.2G0 i\ . determine (a) o ângulo 
entre o cabo AC e a barra AB, (b) a projeção em AB da força exercida 
pelo cabo AC no ponto A. 

3.42 Sabendo que a tensão no cabo AD é de 403 X , determine ( a) o ângulo 
entre o cabo AD e a barra AB, (b) a projeção cm AB da força exercida 
pelo cabo AD no ponto A. 



Figura P3.36 



Figura P3.37 e P3.38 



Figura P3.41 e P3.42 
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Figura P3,43 e P3.44 


3.43 O cursor P pode mover-se ao longo da barra O A Uma corda elástica 
PC é ligada ao cursor e ao elemento vertical BC. Sabendo que a dis- 
tancia de O até P é 0,15 m e que a tração na corda é 13 N, determine 
(a) o angulo entre a corda elástica e a barra OA s (b ) a projeção sobre 
O A da força exercida pela corda PC no ponto P. 

3.44 O cursor P pode mover-se ao longo da barra OA, Uma corda elástica 
PC é ligada ao cursor e ao elemento vertical BC t Determine a distância 
de O até P para a qual a corda PC e a barra OA são perpendiculares. 

3.45 Detei ■mine o volume cio paralelepípedo cia Fig.3.25 quando (a) P = 
4i - 3j + 2k, Q = -2i - 5j + k t> S = 7Í + j - k e (b ) P = 5i - j + 
fik, Q = 2i + 3j + keS = — 3i - 2j + 4k. 


3.46 Dados os vetores P = 4i — 2j + 3k, Q = 2i + 4j — 5k e S = S,i — j + 2k, 
determine o valor ck* S, para o qual os três vetores são eoplaiiaros. 


3.47 A tampa ABC D de uma caixa de armazenagem, de 0,61 m X 1,0 m, é 
articulada ao longo do lado AB e mantida aberta com uma corda DEC 
laçada sem atrito a um gancho em E, Sabendo-se que a tração na cor- 
da é 66 N. determine o momento em relação a cada um dos eixos de 
coordenadas da força exercida pela corda em D. 






Figura P3.47 e P3.48 

3.48 A tampa ABC D de uma caixa de armazenagem, de 0,61 m X 1,0 m, 
é articulada ao longo do lado Afí e mantida aberta com uma corda 
DEC laçada sem atrito a um gancho em E, Sabendo-se que a tração 
na corda é de 66 N„ determine o momento em relação a cada um dos 
eixos de coordenadas da força exercida pela cor da em C. 
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3.55 


3.49 Para erguer uni caixote pesado, um homem utiliza uma talha presa 
embaixo de uma viga / pelo gancho B , Sabendo que os momentos 
em relação aos eixos tf e z da força exercida em B pela porção A B da 
corda são, respectivaniente, 120 N * ui e —460 N * m, determine a 
distancia a. 

330 Para erguer um caixote pesado, um homem utiliza uma talha presa em- 
baixo de uma viga / pelo gancho B Sabendo que o homem aplica uma 
força de 1 95 N ã extremidade A da corda e que o momento dessa força 
cm relação ao eixo ij 6 132 N ■ in, determine a distancia a. 

3.51 Um pequeno barco c suportado por dois guindastes, um dos quais 
e mostrado na figura. Sabendo que o momento sobre o eixo * da re- 
sultante R a exercida no guindaste em A não deve exceder 378 N s iu 
em valores absolutos* Determine a maior tensão admissível na linha 
ABAD quando x — 1,8 m, 

3.52 Para o guindaste do Problema 3.51, determine a maior distância ad- 
missível x quando a tensão na linha ABAD e 267 N. 

3.53 Para afrouxar uma válvula congelada, um a força F de intensida- 
de 300 N e apl ícl ida na alavanca da válvula. Sabendo que 0 — 25", 
M x — — 83 N - m, e Aí, — —58 N - m, determine ò e d. 



Figura P3.53 e F3.54 


3.54 


Durante a aplicação da força F na alavanca da válvula mostrada na 

figura, os seus momentos sobre os eixos x e z são, respcctivumente, 

M x = —104 N - m e M z = —109 N * m. Para d = 0,7 m, determine o 

momento Aí de F sobre o eixo u. 
y 

Uma armação AC D c articulado ern Â e B e sustentada pelo cabo que 
passa através de um anel em B e lixada por ganchos em Ge//, Sa- 
bendo que a tensão no cabo é 450 N, determine o momento sobre a 
diagonal AD exercida pela força na armação pela porção BIJ do cabo. 



Figura P3.49 e P3.5Q 



Figura P3.51 e P3.52 
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3.56 No Proh 1 e m a 3 .55, determine o momento sobre a diagonal AD exer- 
cida pela força na armação pela porção BC do cabo, 

3.57 A pl aca triangular ABC é sustentada por juntas rotuladas em B v D e 
mantida na posição mostrada pelos cabos AE e CF, Se a força exerci- 
da pelo cabo AE em A e de 55 N, determine o momento dessa torça 
em relação à linha que une os pontos D e B , 



Figura P3.57 e P3.58 


3.58 


A placa triangular ABC ê sustentada por juntas rotuladas em B e D e 
mantida na posição mostrada pelos cabos AE e CF. 5c a força exerci- 
da pelo cabo CF em C é 33 N, determine o momento dessa força em 
relação à linha que une os pontos De B. 


3 .59 Um tetraedro regular tem seis arestas de comprimento a, Uma força 
P é dirigida ao longo da aresta BC, como mostrado na figura. Deter- 
mine o momento de P em relação à aresta ÜA. 


U 


C 




Figuro P3,59 e P3,60 


3.60 Um tetraedro regular tem seis arestas de comprimento a . (a) Mos- 
tre que duas arestas opostas, tais corno OA e BC, são perpendi- 
culares entre si, (b ) Use essa propriedade e o resultado obtido no 
Problema 3.59 para determinar a distância perpendicular entre as 
arestas O A e BC, 
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3.61 Urna placa cie sinalização e erguida em um terreno desnivelado e an- 
tro rada pelos cabos EF e EG, Se a força exercida pelo cabo EF em E 
e 205 N, determine o momento desta força sobre a linha que une os 
pontos A e D. 



Figura P3.61 e 93,62 


3.62 Uniapl aca de sinalização é erguida em um terreno desnivelado e é 
fixada pelos cabos EF e EG. Se a força exercida pelo cabo EG em E 
é 240 N, determine o momento desta força sobre a linha que une os 
pontos A e D. 

3.63 Duas forças ¥ ] e F ; , no espaço têm a mesma intensidade F. Demons- 
tre que o momento de F } em relação ã linha de ação de F 2 ê igual ao 
momento de F 2 em relação ã linha de ação de F r 

*3-64 No Problema 3.55, determine a distância perpendicular entre a por- 
ção BH do cabo e a diagonal AD. 

*3 .65 No Problema 3.56, determine a distância perpendicular entre a por- 
ção BG cio cabo e a diagonal A/J, 

*3.66 No Problema 3.57* determine a distância perpendicular entre o cabo 
AE e a linha que une os pontos D e B. 

* 3.67 No Problema 3.58* determine a distância perpendicular entre o cabo 
CF e a linha que une os pontos /) e B, 

* 3 .68 No Problema 3.61* determine a distância perpendicular entre o cabo 
EF e a linha que une os pontos A e D . 

*3.69 No Problema 3.62* determine a distância perpendicular entre o cabo 
EG e a linha que une os pontos A e D, 
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Figura 3.30 


í/ 



3*1 2 Momento de um binário 

Duas forças F e — F de intensidade igual f linhas de ação paralelas e sen- 
tidos opostos formam um binário (Fig, 3,30). E claro que a soma dos 
componentes das duas forças em qualquer direção é zero. A soma dos 
momentos tias duas forças em relação a um dado ponto, porém, não é 
zero. Às duas forças não irão transpor o corpo sobre o qual atuam, mas 
tenderão a fazê-lo girar. 

Representando por r A e r B , respectivamente, os vetores posição dos 
pontos de aplicação de Fe “F (Fig. 3.3 1 ), encontramos que a soma dos 
momentos das duas forças em relação a O é 

r A X F + r E X (— F) = (r Á - r B ) X F 

Fazendo r A — tç. = r, onde ré o vetor que une os pontos de aplicação das 
duas forças, concluímos que a somados momentos de F e em relação 
a O é representada pelo vetor: 


M = r X F 


(3-47) 


Figura 3.31 


O vetor M é denominado momento do binário; é um vetor perpendicular 
ao plano que contém as duas forças e sua intensidade é 



Figura 3.32 



Foto 3,1 As forças paralelas para 
cima e para baixo de igual intensidade 
exercidas sobre os braços de uma chave 
de roda são um exemplo de binário. 


M = rF sen 9 = Fd (3.48) 

onde d é a distância perpendicular entre as linhas de ação de F e — F. O 
sentido de M é definido pela regra da mão direita. 

Como o vetor r em (3.47) é independente da escolha da origem O 
dos eixos de coordenadas, observamos que o mesmo resultado teria sido 
obtido se os momentos de F e — F tivessem sido calculados em relação a 
um ponto diferente Ü\ Logo, o momento M de um binário é um vetor 
livre (Seç ao 2.3) que pode ser aplicado a qualquer ponto (Fig, 3.32). 

Da definição do momento de um binário, conclui-se também que 
dois binários, um formado das forças F, e — F, e outro, das forças F . 2 e 
— F 1 i Fig. 3.33), terão momentos iguais se 

F,r/ 1 - F/h (3.49) 

e se os dois binários estiverem em planos paralelos (ou no mesmo plano) 
e tiverem igual sentido. 


Figura 3,33 
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3*13 Binários equivalentes 

A Fig. 3*34 mostra três binários que atuam sucessi vam ente sobre a mes- 
ma caixa retangular. Como foi visto na seção anterior, o único movimento 
que um binário pode imprimir a um corpo rígido ê uma rotação. Como 
cada um dos três binários mostrados tem o mesmo momento M (igual 
direção, igual sentido e igual intensidade M = L350 N ■ em), podemos 
esperar que os três binários tenham eleito igual sobre a caixa 



Figura 3*34 


Por mais razoável que essa conclusão pareça, não devemos aceitá-la, 
Embora a intuição seja de grande auxílio no estudo de mecânica, não deve 
ser aceita como um substituto do raciocínio lógico. Antes de estabelecer 
que dois sistemas (ou grupos) de forças têm o mesmo efeito sobre um 
corpo rígido, devemos demonstrar esse fato com base na evidência expe- 
rimental apresentada até aqui. Essa evidência consiste na lei do parale- 
logramo para a adição de duas torças (Seção 2.2) e no princípio da trans- 
missibil idade (Seção 3.3)* Portanto, vamos estabelecer que dois sistemas 
cie forças são equivalentes (ou seja, têm o mesmo efeito sobre um corpo 
rígido) se pudermos transformar um deles no outro por meio de uma ou 
várias das seguintes operações: (] ) substituição de duas torças que atuam 
sobre a mesma partícula pela sua resultante; (2) decomposição de uma tor- 
ça em dois componentes: (o ) cancelamento de duas torças iguais e opostas 
que atuam sobre a mesma partícula; (.4) aplicação sobre a mesma partícula 
de duas forças iguais e opostas; (5) deslocamento de uma força ao longo da 
sua linha de ação* Cada uma dessas operações é facilmente justificada com 
base na lei do paralelogramo ou no princípio da transmissibil idade. 

Vamos agora demonstrar que dois hinários que têm o mesmo mo- 
mento M são equivalentes. Primeiro, considere dois binários contidos no 
mesmo plano e suponha que esse plano coincida com o plano da figura 
(Fig. 3.35), O primeiro binário consiste nas forças F-, c — F, de intensida- 
de Fp localizadas a uma distância r/ T uma da outra (Fig. 3.35 g), e o segun- 
do binário consiste nas forças F, e — F, de intensidade localizadas a 
uma distância d 2 uma da outra (Fig* 3.35d), Como os dois binários têm o 
mesmo momento M, que é perpendicular ao plano da figura, devem ter o 
mesmo sentido (considerado aqui como sendo o an ti -horário), e a relação 


Ffh = F,d, 


(3.49) 


deve ser satisfeita* Para comprovar que eles são equivalentes, devemos 
mostrar que o primeiro hinário pode ser transformado no segundo por 
meio das operações listadas anteriormente. 
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Figura 3,35 









Representando por A, B , C, D os pontos de interseção das linhas 
de ação dos dois binários, primeiro deslizamos as forças F t e — F, até 
que fiquem aplicadas, respectivamente, nos pontos A e B , como mostra 
a Fig. 3.35fo* Ern seguida, a força F } ê decomposta em um componente 
P ao longo da linha AB e um componente Q ao longo de AC (Fíg* 3,35c); 
de modo semelhante, a força — F t é decomposta em ~P ao longo de AB c 
— Q ao longo de B D. As forças P e P têm a mesma intensidade, a mes- 
ma linha de ação e sentidos opostos; podem ser deslocadas ao longo da 
sua linha de ação comum até ficarem aplicadas no mesmo ponto e f então, 
podem ser canceladas, Logo, o binário formado porFj e — F , reduz-se 
ao, binário que consiste em Q e 

Vamos mostrar agora que as forças Q e — Q são respectivamente 
iguais às forças — F.-, e F a . O momento do binário formado por ye-Q 
pode ser obtido calculando-se o momento de Q em relação AB; de modo 
semelhante, o momento do binário formado por F 3 e — F, é o momento 
de F t em relação a B. Mas, pelo teorema de Varignon, o momento de F 1 
é igual à soma dos momentos de seus componentes P e Q, Como o mo- 
mento de P em relação a B é nulo, o momento do binário formado por 
Q e -Q deve ser igual ao momento do binário formado por F 1 e —F r 
Re tom ando ( 3.49 ) , te m o s : 

Çd 2 = F ] d l = FJ 2 e Ç = F 2 

Logo, as torças Q e — Q são respectivamente iguais às forças — F„ e F. ? , e 
o binário da Fig. 3,35^ é equivalente ao hinário da Fig. 3.35(7. 

Considere agora dois binários contidos em planos paralelos P ; e P 2 . 
Vamos demonstrar que eles são equivalentes se tiverem o mesmo mo- 
mento, Em virtude da discussão anterior, podemos admitir que os biná- 
rios consistem em forças de mesma intensidade F que atuam ao longo de 
linhas paralelas (Fig. 3.36tf e (7), Propomos mostrar que o binário contido 
no plano P ; pode ser transformado no binário contido no plano P 2 por 
meio das operações padrões listadas anteriormente. 

Vamos considerar os dois planos definidos respectivamente pelas li- 
nhas de ação de F { e “F 0 e pelas linhas de ação de — Fj e F :> (Fig, 3.36 h). 
Em um ponto na sua linha de interseção, aplicamos duas forças F, e — F 3 , 
respectiva mente iguais a F } e — F r O hinário foi miado porFj e —F 3 pode 
ser substituído por um binário que consiste em F 3 e — F (Fig* 3.36c), 
pois é claro que ambos os binários têm o mesmo momento e estão conti- 
dos no mesmo plano. De modo semelhante, o hinário formado por — F l e 
F 3 pode ser substituído por um binário que consiste em — F 3 e F. r Cance- 
lan do as duas forças iguais e opostas F e — F-, obtemos o binário deseja- 


Figum 3.36 
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<.1g no plano P, (Fig* 3.36íí), Logo, concluímos que dois binários que têm 
o mesmo momento M são equivalentes, se estiverem contidos no mesmo 
plano ou em planos paralelos. 

A propriedade que acabamos de estabelecer e muito importante para 
a correta compreensão da mecânica dos corpos rígidos. Ela indica que, 
quando um binário atua sobre um corpo rígido, não importa onde as duas 
forças que formam o binário atuam ou qual a intensidade e a direção que 
cias tem, A línica coisa que importa é o momento do binário (intensidade, 
direção e sentido). Binários com o mesmo momento terão o mesmo efei- 
to sobre o corpo rígido, 

3 .14 Adição de binários 

Considere dois planos que se interceptam P } e F, e dois binários que 
atuam respectivamente em F, e F.,« Sem perda do caráter genérico, pode- 
mos admitir que o binário em P , consiste em duas forças F| e — F t per- 
pendiculares à linba de interseção dos dois planos e atuando respectiva- 
mente em A e B ( Fig. 3.37a), Analogamente, admitimos que o binário em 
P 2 consiste em duas forças F 2 e — F 9 perpendiculares a AB e que atuam 
respectivamente em A e 6. É claro que a resultante R de F, e F, e a re- 
sultante — R de — F, e — F, formam um binário, Representando por r o 
vetor que liga B a A e lembrando-se da definição do momento de um bi- 
nário (Seção 3.12), expressamos o momento M do binário resultante da 
seguinte maneira: 

M = r X R = r X (F 1 + F 2 ) 
e, pelo teorema de Varignon, 

M = rXF l + rXF, 

Mas o primeiro termo da expressão obtida representa o momento M 1 
do binário em F, e o segundo termo, o momento \L do binário em P 2 . 
Temos 


M = M ,+M 


(3,50) 


e concluímos que a soma de dois binários de momentos M\ c M 2 é um 
binário de momento M igual à soma vetorial de M > e M (Fig. 3.37 b). 


-F, 



Mi 



(b) 


Figura 3,37 


3.1 5 Binários podem ser representados por vetores 

Como vimos na Seção 3.13, binários que têm o mesmo momento, 
atuando no mesmo plano ou em planos paralelos, são equivalentes. 
Logo, não há necessidade de desenharmos as forças reais que formam 
um dado binário a fim de definir seu efeito sobre um corpo rígido 
(Fig. 3.38a), Basta desenhar uma seta igual em intensidade, direção e 
sentido ao momento M do binário (Fig. 3,38 b). Por outro lado, vimos 
na Seção 3.14 que a soma de dois binários é também um binário e que o 
momento M do binário resultante pode ser obtido efetuando-se a soma 
vetorial dos momentos M , e M 2 dos binários dados. Logo, binários obe- 
decem à lei de adição de vetores, c a seta usada na Fig. 3.38fo para repre- 
sentar o binário definido na Fig. 3.38a pode real mente ser considerada 
um vetor. 
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O vetor que representa um binário é denominado vetor binário. Ob- 
serve que, na Fig. 3.38, para evitar confusão com vetores que represen- 
tam forças r criar distinção entre vetor hino rio e momento rio hinário, (oi 
acrescentado o símbolo à seta do vetor binário. (> momento do hinário 
foi representado apenas por uma seta cheia (sem o símbolo em figuras 
anteriores. Um vetor binário, assim como o momento de um binário, é 


um vetor livre* Seu ponto da aplicação, portanto, pode ser escolhido na 
origem do sistema de coordenadas (Fig. 3,38c). Além disso, o vetor biná- 

M,, que 
vetores 

componentes representam binários que atuam, respectivamente, nos 
planos ijz, zx e xy. 


rio M pode ser decomposto nos vetores componentes M v , M e 
são dirigidos ao longo dos eixos coordenados (Fig. 3.38c/) . Esses 



M (b) (c) (d) 

Figura 3.38 


3.1 6 Substituição de uma dada força por uma força 
em O e um binário 

Considere uma força F que atue sobre um corpo rígido em um ponto 
A definido pelo vetor posição r (Fig. 3.39 a). Suponha que, por alguma 
razão, queiramos ter a torça atuando no ponto O. Podemos mover F ao 
longo da sua linha de ação (princípio de transmissibilidade), mas não para 
um ponto O que não esteja sobre a linha de ação original sem modificar a 
ação de F sobre o corpo rígido. 



(a) 

Figuro 3.39 



Podemos, no entanto, aplicar du as forças no ponto 0, uma igual a F 
e a outra igual a — F, sem modificar a ação dá força original sobre o corpo 
rígido (Fig. 3,39/;), Como resultado dessa transformação, uma força F 
está agora aplicada em O; as outras duas forças formam um binário de 


* Os autores citai a i as palavras setas vermelhas e setas virdes que não foram mantidas no 
texto traduzido, desde a edição anterior, sem prejuízo do entendimento do texto. 
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momento M G = r X F. Lo go , qu a lq u e r força F qne atue sobre um corpo 
rígido pode ser movida para um ponto arbitrário O h desde que se adicio- 
ne um binário cujo momento é igual ao momento de F em relação a O. O 
binário tende a imprimirão corpo rígido o mesmo movimento rotaekmal 
em O, que a força F tendia a produzir antes de ser transferida para O; O 
binário é representado por um vetor binário M 0 perpendicular ao plano 
que contém r e F, Por ser um vetor livre. M Q pode ser aplicado em qual- 
quer lugar; per conveniênc ia, no entanto, o vetor binário é geral mente 
ligado a O, juntamente com F, e a combinação obtida é conhecida como 
sistema força-binário (3,39c), 

Se a força F tivesse sido movida de A para um ponto diferente O r 
(Kig. 3.40c e c), o momento M 0 , — r f X F de F em relação a O* deveria 
ter sido calculado e um novo sistema força-binário, consistindo em F e 
no vetor binário M. )S teria sido aplicado a Ob A relação existente entre os 
momentos de F em relação a O e O' é obtida da seguinte maneira: 


M c y = r X F = (r Hhs)XF = rXF + sXF 


Mqt — M () + s X F 


(3.51) 


onde s é o vetor que liga O ' a O. Logo, o momento M n de F em relação a 
O' é obtido adicionando -se ao momento M 0 de F em relação a O o pro- 
duto vetorial s X F n que representa o momento em relação a O ' da força 
F aplicada em O. 



(«) 

Figura 3.40 



Também se poderia ter estabelecido esse resultado observando-se 
que, a fim de transferir para O r o sistema força-binário ligado a O 
(Fig. 3.401» e c), se pode mover livremente o vetor binário M, para O* ; 
todavia, para mover a força F de O para 0\ é necessário adicionar a F 
um vetor binário cujo momento é igual ao momento cm relação a O' da 
(orça F aplicada em O. Logo, o vetor binário M , deve ser a soma de M fJ 
ao vetor s X F. 

Como observamos anterior mente, o sistema força-binário o btido 
pela transferência de uma força F de um ponto A para um ponto O con- 
siste cm F e em um vetor binário M 0 perpendicular a F De modo in- 
verso, qualquer sistema força-binário que consista em uma força F e um 
vetor binário M 0 , que sejam perpendiculares pode ser substituído por 
uma única força eq uivalente. Isso é feito movendo-se a força F no plano 
perpendicular a M c , até que seu momento em relação a O fique igual ao 
momento do binário a ser eliminado. 



Foto 3.2 A força exercida por 
cada uma das mãos sobre a chave 
podería ser substituída por um sistema 
força-binário equivalente que atua 
sobre a porca. 



r 



X 


PROBLEMA RESOLVIDO 3.6 


Determine os componentes do binário único equivalente aos dois binários 
mostrados, 



SOLUÇÃO 




Nossos cálculos serão simplificados se ligarmos ao ponto A duas torças de 90 
N iguais e opostas. Isso nos possibilitará substituir o binário original de força 
90 N por dois novos binários de força de 90 N , um deles no plano zx e o ou- 
tro em plano paralelo ao xij * Os três binários mostrados no esquema ao lado 
podem ser representados por três vetores binários M s , M. e M K , direciona- 
dos ao longo dos eixos de coordenadas, Os momentos correspondentes são: 


M x = —(135 N)(0,45 m) = -60,75 N - m 
M y = +(90 N)(Q ? 30 m) = +27 N * m 
M z = +(90 N)(0,225 m) = +20,25 N ■ m 


Esses três momentos representam os componentes do binário M equivalen- 
tes aos dois binários dados: 


M = “(60,75 N * ni)í + (270 N ■ m)j + (20,25 N * m)k ^ 

Solução alternativa. Os componentes do binário único M equivalente 
podem também ser obtidos calculando-se a soma dos momentos das quatro 
forças dadas cm relação a um ponto arbitrário. Escolhendo o ponto D, 

M - M d - (0,45 m)j X (-135 N)k + [(0,225 N )j - (0,30 )k] X (-90 N)i 

e após calcular os vários produtos vetoriais, 

M - -(60,75 N ■ m)i + (27 N ■ m)j + (20,25 N - m)k ◄ 
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B 


260 


ui ] 1 1 


,24 N ■ m}k 




V 


400 N j 




150 


24 N 


1 1 n 1 1 



- (60 N ' i n ) lí 
[400 N)j 


SOLUÇÃO 


Pi ámeiro, a força dada e o binário são subtituídos por um sistema força-bi- 
nário equivalente no ponto O, Movemos a força F = —(400 N )j para O e, ao 
mesmo tempo, adei onamos um binário de momento M igual ao momento 
em relação a O da força em sua posição original. 


M 0 = OB XF = [ (0,150 m)i + (0,260 m)j] X (-4Ü0N)j 

— — ( 60 N - m ) k 



■ 911 



Esse binário e adcionado ao binário de momento —(24 N ■ m)k formado pe- 
las duas froças de 200 N, obtindo-se um binário de momento —(84 N * m)k. 
Esse último binário pode ser eliminado aplicando-se F a uni ponto C, esco- 
lhido de modo que 


— (84 N - m)k = OC X F 

= [(OC) cos 60°i + (OC) sen 60°j] X (-400N)j 
= -( OC }cos 60° (400 N)k 

Concluímos que 

(OC) cos m° = 0,210 m - 210 mm OC = 420 mm < 



Solução alternativa. Como o efeito de um binário não depende da sua 
localização, o binário de momento —(24 N - m)k pode ser movido para B; 
obtemos então um sistema torça “binário em B . O binário pode agora ser 
eliminado aplicando-se F a um ponto C escolhido de modo que 


— ( 24 N * m ) k - BC X F 

= -(BC) cos 60° (400 N )k 

Concluímos que 

(BC) cos 60° = 0,060 m — 60 mm BC = 120 mm 

OC = OB + BC = 300 mm + 120 mm OC = 420 mm ^ 
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METODOLOGIA PARA 
A RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS 


N esta seção, discutimos as propriedades dos binários. Para resolver os próximos problemas, 
você deverá lembrar que o efeito líquido de um binário é produzir um momento M , Como 
esse momento é independente do ponto em relação ao qual ele á calculado, M e uni vetor livre o, 
portanto, permanece inalterado ao ser movido de um ponto para outro. Al ém disso, dois binários 
são equivalentes (ou seja, têm o mesmo efeito sobre um dado corpo rígido) se produzirem o mes- 
mo momento. 

Ao se determinar o momento de um binário, todas as técnicas anteriores para cálculo de momen- 
tos se aplicam. Além disso, como o momento de um binário é um vetor livre, ele deve ser calculado 
em relação ao ponto mais conveniente. 

Como o único efeito de um binário é produzir um momento, é possível representar um binário por 
um vetor, o vetor binário, que é igual ao momento do binário, O vetor binário é um vetor livre e 
será representado por um símbolo especial, P?, para distingui-lo de vetores de força, 

Ao resolver os problemas desta seção, seremos levados a efetuar as seguintes operações: 

1, Adição de dois ou mais binários, Isso resulta em um novo binário, cujo momento é ob- 
tido pela adição vetorial dos momentos dos binários dados [Problema Resolvido 3.6]. 

2. Substituição de uma força por um sistema força-binário equivalente em um pon- 
to especificado. Conforme explicamos na Seção 3.16, a força do sistema força-binário é igual 
à força original, ao passo que o vetor binário necessário é igual ao momento da força original em 
relação ao ponto dado. Além disso, é importante observar que a força e o vetor binário são perpen- 
dicul ares entre si. De modo inverso, segue-se tpie um sistema força-binário poderá ser reduzido 
a uma única força somente se a força e o vetor binário forem perpendiculares (veja o próximo 
parágrafo). 

3. Substituição de um sistema força-binário (com F perpendicular a M) por 
uma força única equivalente. Observe (.pie o requisito de que F e M sejam mu- 
tuamente perpendiculares será satisfeito em todos os problemas bidimensionais, A for- 
ça única equivalente é igual a F e é aplicada de tal modo que seu momento em relação ao 
ponto original de aplicação seja igual a M [Problema Resolvido 3.7]. 




PROBLEMAS 

3.70 D uas forças paralelas fie 60 N são aplicadas a uma alavanca como 
mostrado na figura. Determine o momento do binário formado pelas 
tinas forças (a) resolvendo para cada componente horizontal e ver- 
tical o adicionando os momentos dos dois binários resultantes, (b) 
1 1 sa ri do a dist ân e i a p e q >en d ic u lar e 1 1 tre as d \ i as f < i rças , (c) s om ai i do o s 
momentos das duas forças em relação ao ponto A - 



3.71 Uma placa em forma de paralelogramo sofre a ação de dois binários. 
Determine (a) o momento do binário formado pelas duas forças de 
93 N, (b) a distância perpendicular entre as forças de 53 X se a resul- 
tante dos dois binários for nula, (e) o valor de a se o binário resultante 
for de 8,1 N ■ m, no sentido horário, e se d for 1,06 m. 


3.72 Um bin ário M de intensidade 18 N ■ m e aplicado no cabo de uma 
cb ave de fenda para apertar uni parafuso em um bloco de madeira. 
Determine as intensidades das duas menores forç as horizontais que 
são equivalentes a M sc estas forem aplicadas (a) nos cantos A e D , (b) 
nos cantos B e C t (c) em qualquer lugar do bloco. 



rn m 


Figura P3.72 



Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 
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3.79 Se que P = 20 N, substitua os dois binários restantes por um binário 
único equivalente, especificando sua intensidade e a direção do seu eixo. 


3.80 Os eixos A e B são ligados à caixa de engrenagem do conjunto de rodas 
de um trator, e o eixo C se liga ao motor. Os eixos A e B estão no plano 
vertical tjz, enquanto o eixo C está posicionado ao longo do eixo v. Subs- 
titua os binários aplicados aos eixos pelo binário equivalente, especifi- 
cando sua intensidade e a direção de seu eixo. 


3.81 A tração no cabo preso ã extremidade C de uma lança ajustável ABC 
é 2.490 N. Substitua a ío rça exercida pelo cabo em C por um sistema 
força-bináriu equivalente f a) em A e (b) em B. 



1.200 N ■ i 


Figura P3.80 



Figura P3,S1 


3. 82 Uma força P de 71)0 N e aplicada no ponto A de um elemento estru- 
tural. Substitua P por (a) um sistema força-binário equivalente em C, 
e (b) um sistema equivalente que consista em uma força vertical em 
B e uma segunda força em D. 



3.83 Uma força horizontal F de 80 N atua sobre uma alavanca em ângulo 
como mostrado na figura, (a) Substitua P por um sistema força-b ina- 
no equivalente em B. (b) Encontre as duas forças verticais em C e D 
que sejam equivalentes ao binário encontrado na parte a. 


P 



50 mm 


C D 

o o) 


100 mm 


40 min *■ 



Figura P3.83 


3,84 U in dirigível é preso ao solo por um cabo amarrado li sua cabine em B. 
Se a tração no cabo é 1.040 N, substitua a força exercida pelo cabo em 
B por um sistema equivalente formado por duas forças paralelas apli- 
cadas em A e C. 



Figura P3.B4 
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c 



Figura P3.85 


'/ 



Figura P3.87 



'a P3.89 


3.85 A força P tem a intensidade de 250 N e é aplicada na extremidade C 
de uma barra AC de 500 mm, fixada em um suporte em A e B. Con- 
siderando a = 30" e — 60“, substitua P por (a) um sistema força - 
binário equivalente em B, (h) uma sistema força - binário equivalente 
formado por duas forças paralelas aplicadas em A e B> 

3*86 Resob a o Problema 3.85, considerando a = = 25°. 

3,87 Uma força e um binário são aplicados na extremidade de uma viga 
em balanço, (a) Substitua esse sistema por uma única força F aplicada 
no ponto C e determine a distância d de C ate a linha traçada pelos 
pontos D e E. (b) Resolva a parte a se as direções das duas forças de 
360 N (orem invertidas. 


3.88 As forças de cisaltiameiito atuantes na seção transversa] do perfil de 
aço podem ser representadas por uma lorça vertical de 900 N e duas 
forças horizontais de 250 N como mostrado na figura. Substitua essas 
forças e o binário por uma única força F aplicada em C e determine 
a dist âneia x de C até a linha BD. (O ponto C é definido como centro 
de cimlhameuto da seção.) 



3.89 Ao abrir uma rosca em um furo, um mecânico aplica as forças hori- 
zontais mostradas sobre a alavanca de uma tarraxa. Mostre que essas 
for ças são equivalentes a uma força única e especifique, se possível, o 
ponto de aplicação da lorça única sobre a alavanca. 


3.90 Ires barras de controle são fixadas a uma alavanca ABC e exercem 
forças sobre ela como mostrado na figura, (a) Substitua as três forças 
por um sistema força-binário em B. (h) Determine uma única força 
que equivale ao sistema força-binãrio obtido na parte a e especifique 
seu ponto de aplicação na alavanca. 


213 N 



Figura P3.90 
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3*9? Uma placa hexagonal sofre a ação da força P e do binário mostrados 
na figura. Determine a intensidade e a direção da menor força P para 
a qual o sistema pode ser substituído por uma (orça única em E , 

3*92 Uma placa retangular sofre a ação da força e do hinário mostrados 
na figura. Esse sistema deve ser substituído por uma força única 
equivalente, (a) Para a — 40 a , especifique a intensidade e a linha 
de ação da força equivalente, (h) Especifique o valor de a sabendo 
que a linha de ação da força equivalente intercepta a linha CD 300 
mm à direita de D . 



3ÜÜ N 

D 



Figura P3.9 7 



Figura P3.92 


3*93 


Urna força P de compressão 
tremidade da viga ern balanç 


excêntrica de 1.220 N ó aplicada na ex- 
o. Substitua P por um sistema força-bi- 


nário equivalente em G. 



3.94 Para manter tuna porta fechada, ê colocada uma ripa entre o piso e a 
maçaneta, A ripa exerce ern B uma força de 175 N dirigida ao longo 
de AB. Substitua essa força por um sistema força-binário equivalente 
em C. 



Figura P3.94 
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3.99 Uma força F de 250 N e um binário M de 240 N ■ m são aplicados no 
canto A do bloco mostrado na figura, Substitua o sistema força- biná- 
rio dado por um sistema força-binário equivalente no canto //, 


U 



Figura P3.99 


3.] 00 O manipulador de uma esmeriladora industrial em miniatura pesa 
2,7 N e seu centro de gravidade está sobre o eixo ?/. O cabeçote do 
manipulador fica recuado no plano de modo que a linha BC forma 
um ângulo de 25 c com a direção v, Mostre que o peso do manipulador 
e os dois binários M , e M. 5 podem ser substituídos por uma força líiiiea 
equivalente. Alem disso, considerando que M , = 0,076 ÍS ■ m e M = 
0,073 N * m, determine (a) a intensidade e a direção cia força equiva- 
lente, (b) o ponto cm que sua linha de ação intercepta o plano xz. 



Figura P3.I00 


3.17 Redução de um sistema de forças 
a uma força e um binário 

Considere um sistema de forças F , , F 2 , F,., ... atuando sobre um corpo 
rígido nos pontos A „ A„ A. .... definidos pelos vetores de posição r t , r „ r 3 , 
etc . (Fig. 3,4 lfl). Como foi visto na seção anterior, F L pode ser movida de 
A 1 para um dado ponto O se um binário cie momento igual ao mo- 



fa) 

Figura 3.41 
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3* 1 8 Sistemas equivalentes de forças 

Vimos na seção anterior que qualquer sistema de forças que alua sobre 
um corpo rígido pode ser reduzido a um sistema força-bínãrio em um 
dado ponto O. Esse sistema força-binárin equivalente determina o efeito 
de um dado sistema de forças sobre o corpo rígido. Logo, dois sistemas de 
forças são equivalentes se puderem ser reduzidos ao mesmo sistema força- 
-binário em um dado ponto O, Lembrando que o sistema força - binário 
em O é definido pelas relações (3.52), estabelecemos que dois sistemas 
de forças, F h F Vl e Fj, F(, Fí, *., ? que atuam sobre o mesmo corpo 
rígido, sao equivalentes se, e somente se, as somas das forças e as somas 
dos momentos em relação a um dado ponto O das forças dos dois sistemas 
forem, respectivamente, iguais. Expressas matematicamente, as condi- 
ções necessárias e suficientes para que os dois sistemas de lorças sejam 
equivalentes são: 


ZF = IF T 


IM i} = IMf 


(3.57) 


Ob serve que, para provar que dois sistemas de fo rças são equivalentes, a 
segunda das relações (3.57) deve ser estabelecida com respeito a apenas 
um ponto O. Contudo, ela valerá com respeito a qualquer ponto se os 
dois sistemas forem equivalentes. 

Decompondo as forças e os momentos em (3.57) em seus componen- 
tes retangulares, podemos expressar da seguinte maneira as condições 
necessárias e suficientes para a equivalência de dois sistemas de forças 
que atuam sobre um corpo rígido: 


2F, = if; 

SAL = SAL 


S f 9 = sf;, 


y 


y 


SF. - sf: 

U ÉJ, 

SAL = sm: 


(3.58) 


Essas equações têm um significado físico simples, Elas expressam que 
dois sistemas de forças são equivalentes se tenderem a imprimir ao corpo 
rígido (1.3 a mesma translação nas direções x, ij e £ 3 respectiva mente, e (2) 
a mesma rotação em torno dos eixos, x, ij e respectivamente. 


3* 1 9 Sistemas equipoientes de vetores 

Geralmente, quando dois sistemas de vetores satisfazem as Eqs, (3.57) 
ou (3.58), ou seja, quando suas resultantes e seus momentos resultantes 
em relação a um ponto arbitrário O são respectivamente iguais, diz-se 
que os dois sistemas são equipoientes. O resultado estabelecido na seção 
anterior pode então ser escrito do seguinte modo: Se dois sistemas de 
forças que atuam sobre um corpo rígido forem equipoientes, então eles 
serão também equivalentes, 

E importante observar que esse enunciado não se aplica a qualquer 
sistema de vetores. Considere, por exemplo, o sistema de forças que atua 
sobre um conjunto de partículas independentes que não forma um corpo 
rígido* Pode acontecer de um sistema de forças diferente que atua so- 
bre as mesmas partículas ser equipo lente ao primeiro; ou seja, ele pode 
ter a mesma resultante e o mesmo momento resultante. Todavia, como 
forças diferentes irão agora atuar sobre as várias partículas, seus efeitos 
sobre elas serão diferentes; os dois sistemas, embora equipoientes, não 
são equivalentes. 



Foto 3*3 As forças exercidas pelas 
crianças sobre o carrinho podem 
ser substituídas por um sistema 
força -binário equivalente ao se analisar 
o movimento do carrinho, 
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3*20 Casos particulares de redução 
de um sistema de forças 

Vimos na Seção 3,17 que qualquer sistema de forças que atuam sobre um 
corpo rígido pode ser reduzido a um sistema íorça-binário equivalente 
em O , consistido em uma força R igual à soma das forças do sistema e imi 
vetor binário de momento igual ao momento resultante do sistema. 

Quando R = 0 5 o sistema força- binário reduz-se ao vetor binário 
O sistema de forças dado pode, então, ser reduzido a um binário único, 
denominado Li rtério resultante do sistema. 

Vamos investigar as condições em que um dado sistema cie forças pode 
ser reduzido a uma força única* Segue-se da Seção 3.16 que o sistema for- 
ça-binário em O pode ser substituído por uma força única R que atua ao 
longo de uma nova linha de ação se Re M' forem mutuam ente perpendi- 
culares, Logo, os sistemas de forças que podem ser reduzidos a um a força 
única, ou resultante, são os sistemas para os quais a força R e o vetor biná- 
rio M são mutua mente perpendiculares. Essa condição não é geral mente 
satisfeita por sistemas de forças no espaço, mas será satisfeita por sistemas 
que consistem em (1) forças concorrentes, (2) forças eoplanares ou (3) for- 
ças paralelas, Esses três casos serão discutidos em separado, 

1 * Forças concorrentes são aplicadas ao mesmo ponto e, portanto, po- 
dem ser somadas diretamente para se obter sua resultante R, Logo, 
elas sempre sé reduzem a uma força única. Forças concorrentes fo- 
ram tratadas em detalhe no Cap. 2* 

2* Forças eoplanares atuam no mesmo plano, que pode ser considerado 
como sendo o plano da figura (Fig. 3.43r/). À soma R das forças do 
sistema também íic arã no plano da figura, ao passo que o momento 
de cada força em relação a O e, portanto, u momento resultante 
será perpendicular a esse plano. Logo, o sistema força-binário em O 
consiste cm uma força R e um vetor binário M ^ que são mutuamente 
perpendiculares (Fig, 3.13/;).* Pode-se reduzi-los a uma (orça única 
R movendo-se R no plano da figura até que seu momento em relação 
a O torne-se igual a \lj : . A distância de O até a linha de í LÇão de R é 
d = U%/R (Fig. 3,43c) 


li 

X 1 

J = Mg* 

ít 

/ 


x M ° 

J - “ 1 ( o 

W 


' r |__ 


* A I 


J F> 

W 




r 7 H 



L d = m 0 9r 

M (b) (c) 

Fígura 3*43 


4 Por ser perpendicular ao plano d;i figura, o vetor binário é representado pelo símbolo 
Y Um binário anti -horário *) representa um vetor apontando para fora do papel, e um bi- 
nário horário J representa um vetor apontando para dentro do papel. 
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Foto 3.4 As forças paralelas do vento 
atuando sobre as placas de sinalização 
de uma rodovia podem ser reduzidas 
a uma força única equivalente. A 
determinação dessa força pode 
simplificar o calcula das forças que 
atuam sobre os apoios da estrutura em 
que as placas estão fixadas. 


nárío Mj* que suo mutuamente perpendiculares (Fig. 3A5b), Eles 
podem ser reduzidos a uma Força única R (Fig. 3.45c) ou, se R = 0, a 
um hinário único de momento M 


R 

O’ 


Xa prática, o sistema f o rç a-binário em O será caracterizado pelos 
componentes: 


R f = XF i; M* x = UI , M\ = UI X (3.60) 

A redução do sistema a uma torça única pode ser efetuada movendo- 
-se R para um novo ponto cie aplicação à(x ? 0, z) escolhido de modo 
que o momento de R em relação a O fique igual a Mf v 


r X R = Mo 

(xi + 2 k) X RJ = A/fi + A/fk 

Calculando os produtos vetoriais e igualando os coeficientes dos 
vetores unitários correspondentes em ambos os membros da equa- 
ção, u bte mos duas equações escalares que definem as coo rde nadas 
de Ai 


R 


~zR = M 

7 x 


* R r M 


R 


Essas equações expressam que os momentos de R em relação aos 
eixos x e z devem s 


.a 


R 


ser iguais a M t e 3/ s , respectivamente. 


*3.21 Redução de um sistema de forças a um torsor 

No caso geral de forças no espaço t o sistema força-binãrio equivalente em 
O consiste em uma força R e um vetor binário que não são perpen- 
diculares e nenhum deles é nulo (Fig. 3.46a). Logo. o sistema de forças 
não pode ser reduzido a uma força única ou a um binário único. O vetor 
binário, porém, pode ser substituído por dois outros vetores binários ob- 
tidos ao decompor Mq em uni componente M L ao longo de R e um com- 
ponente M a em um plano perpendicular a R (Fig. 3.46b ). O vetor binário 
M 2 e a força R podem, assim, ser substituídos por uma força única R que 
atua ao longo de urna nova linha de ação. Logo, o sistema de forças ori- 
ginal reduz-se a R e ao vetor binário M, (Fig. 3.46c), ou seja, a R e a um 
binário que atua no plano perpendicular á R. Esse sistema força-binãrio 
particular é denominado torsor e essa combinação resultante de empur- 
rar e torcer é encontrada em operações de rosqueamento de parafusos. 
A linha de ação de R é conhecida corno eixo do torsor e a razão p — M /li 



Figura 3.46 
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PROBLEMA RESOLVIDO 3.9 



Quatro rebocadores são usados para trazer um transatlântico ao cais» Cada 
rebocador exerce em força de 22.500 N na direção mostrada na figura. De- 
ter mine i/í} o sistema força-binário equivalente no mastro de proa Ü, ( h ) o 
ponto sobre o casco no qual um rebocador único» mais potente» deva empur- 
rar para produzir o mesmo efeito dos quatro rebocadores originais. 


J 

: \ 

SOLUÇÃO 


a. Sistema força -bi nário em O. Cada uma das forças dadas é decom- 
posta nos componentes no diagrama apresentado (a unidade das forças são 
em kN), O sistema força- binário em O equivalente ao sistema de forças dado 
consiste em uma força R e um binário M<' ? definidos da seguinte maneira: 


R = 2F 

= (1 1,251 - 19 , 49 ]) + (13*5i - 18j) + (22,5j) + ( 15,9 li + 15,91j) 
= 40,661 - 44 , 08 ] 



Mfi = 2(r X F) 

= (-271 + 15j) X ( 1 1 ,25i - 19,49}) 

+ (301 + 21j) X (13.51 - 18j) 

+ (1201 + 21j) X (— 22,5j) 

+ (90i + 21j) X (15,9 li + 15,91}) 

= (526,23 - 168,75 - 540 - 283,5 - 2.700 + 1.431,9 + 334,1 l)k 
= -1.400k 

Logo, o sistema força-binário equivalente em O é: 

R = (40,66 kN)i - (44,08 kN)j Mf, = -(1.400 kN ■ m)k 


ou 


R = 59,97 kN ^47.3° 


M" = 1.400 kN ■ m l 


Observação, como todas as forças estão contidas no plano da figura, po- 
deríamos esperar que a soma de seus momentos fosse perpendicular a esse 
plano. Observe que o momento de cada componente de força poderia ser 
obtido diretamente do diagrama efetuando-se primeiro o produto da sua 
intensidade e da distância perpendicular até O e, em seguida, atribui ndo- 
-se a esse produto um sinal positivo ou negativo, dependendo do sentido do 
momento. 


R -44.- 

\J 


44,'lí.Sj 

A 


b. Rebocador único. Á força exercida por um rebocador único deve ser 
igual a R e seu ponto de aplicação A deve ser tal que o momento de R em 


4U,66i 

1 

21 m 

r — 

V 

0 

* 



X 

< >- 



temos 


r X K 

(xi + 21j) X (40,661 - 44,ÜSj; 




rv— 1 r h 


Mo 

-l,400k 
- 1 ,400k 


x — 12,39m M 
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PROBLEMA RESOLVIDO 3.11 


r 





Uma laje de fundação quadrada apoia os quatro pilares como mostrado na 
figura. Determine a intensidade e o ponto de aplicação da resultante das 
quatro cargas. 
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((' 


Fo = P 


i j 

D* 


A 



a 


F, - Pi 


,+■ 
^ O 



B 


x 


\ 


PROBLEMA RESOLVIDO 3.12 


Duns forças de igual intensidade P aluam sobre um eubu de aresta a como 
mostra a figura. Substitua as duas forças por um torsor equivalente e de- 
termine (a) a intensidade e a direção da força resultante R, (h) o passo cio 
torsor, (c) o ponto do torsor que intercepta o plano ijz. 



*1 - p 



ijJS 


SOLUÇÃO 


Sistema força-binárío equivalent e em O. Primeiro, determinamos o 
sistema força-binarío equivalente na origem ü. Observamos que os vetores 
posição dos pontos de aplicação £ e D das duas forças dadas são iq, = cri + aj e 
r,, = a\ + ak. A resultante R das duas forças e o momento resultante M\\ delas 
em relação a O são: 

R = F, + F 2 = Pi + Pj - P{i + j) (1 ) 

My — r E X F, + r D XF 2 “ (ai + aj) X Pi + (r/j + ak) X Pj 

= -Pr/k - Pai = — Fa(i + k) (2) 

a* Força resultante R. Segue-se da Eq. (1) e do esquema ao lado que 
a força resultante R tem intensidade R — P V 2 T está no plano xtj e forma 
ângulos de 45° com eixos x e ij. Logo: 

R = PV2 e x = rn 45° 0 Z = 90° < 

b. Passo do torsor. Retomando a formula (3.62) da Seção 3.21 e as 
Eqs. (1) e (2) anteriores, temos: 


R M 


o 


Pd + j) ■ ( + k) -p 2 a( 1 + 0 + 0) 


R 


(pVzy 


2 P 


P 


a 

2 < 


c. Eixo do tersor. Segue-se dos resultados anteriores e da Eq, (3.61) que 
o tersor consiste na lorça R encontrada em (1) e no vetor binário: 


Mj = pR - 


Q P/J 

--p<i + j) = --(i + j) 


(3) 


Para encontrar o ponto em que o eixo do torsor intercepta o plano i/z, de- 
monstramos que o momento do torsor em relação ao ponto O é igual ao 
momento resultante JVl'.', do sistema original: 

M, + r X R = M* 

ou, observando que r = i/i + ~k e substituindo R, M", e M, das Eqs. (1 ), (2) 

e (3): 

~ ~(i + j) + Cs/j + 2k) x C(i + j) = + k) 


Pa 

■> 


Pa. 

9 J 


+ Pzj — Pzi = — Pa i — Pa k 


igualando os coeficientes de k e, em seguida, os coeficientes de j, encontramos: 


!/ 


z = a/2 ◄ 


J 
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Figura P3.1 05 


3.1 05 Os pesos fie duas crianças sentadas nas extremidades A e B de unia 
gangorra são 370 N e 280 N, respectivamente, Onde deverá sentar-se 
nina terceira criança de modo que a resultante dos pesos das três 
crianças passe pelo ponto C se a criança tiver uni peso de {a) 260 N* 
(b) 230 N. 


3*1 06 Três refletores de palco são montados em um tubo, como mostra a 
figura* Às luzes em A e B pesam 18 N cada uma, enquanto a outra 
em C pesa 15 N. (a) Se d — 0,60 m, determine a distancia do ponto 
D até a linha de ação da resultante dos pesos dos três refletores, (b) 
Determine o valor de d de modo que a resultante dos pesos passe 
pelo ponto médio do tubo. 



Figura P3.106 


3JÜ7 


Uma viga suporta três cargas com intensidade indicada na figura e uma 
quarta carga cuja intensidade é função da posição, Se b — 1,5 in e as 
cargas forem representadas por uma ú nica força equivalente, determi- 
ne (a) o valor de a tal que a distancia do apoio A até a linha de ação da 
(orça equivalente seja máxima, f b) a intensidade da (orça equivalente e 
seu ponto de aplicação na viga. 




Figura P3.107 


3.108 À engrenagem C esta firmemente ligada ao braço AB + Se as forças e 
o binário mostrados na figura podem ser reduzidos a uma força única 
equivalente em A, determine a força equivalente e a intensidade do 
binário M. 


Figura P3.1 08 
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3.124 


Um mecânico substitui um sistema de exaustão <le carro travando 
firmemente o conversor catalítico FG montado nos suporte H e / e 
então, libera as montagens do silencioso e do cano de escape. Para 
posicionar o cano ejetur AB. ele empurra e levanta em A enquanto 
puxa para baixo em 8. (a) Substitua o sistema de força dado com um 
sistema de força-binário em D. (b) Descubra se o tubo CD tende a 
rodar no sentido horário ou anti-horário em relação ao silencioso DE, 
como previsto pelo mecânico. 



Figura P3A26 



Figura P3.124 

3.125 Para o sistema de exaustão do Problema 3.1.24, (a) substitua o siste- 
ma de força por um sistema força-binário equivalente em Í\ onde o 
cano de escape é conectado ao conversor catalítico, (b) determine 
se o tubo EF tende a rodar no sentido horário ou anti-horário, como 
previsto pelo mecânico. 


3. 126 O conjunto cabeçote -motor de uma furadeira radial de coluna estava 
originalmente posicionado com o braço AB paralelo ao eixo c; e com 
o eixo do mandril e da broca paralelo ao eixo if. t) conjunto foi, então, 
girado 25 cm torno do eixo // e 20 em torno da linha de centro do 
braço horizontal AB, trazendo-o para a posição mostrada na figura. 
O processo de íu ração teve início ligando-se o motor e girando -se as 
alavancas de ajuste para se colocar a broca em contato com a peça. 
Substitua a força e o binário exercido pela furadeira por um sistema 
força-binãrio equivalente ao centro O da base da coluna vertical. 



3.127 Três crianças estão em pé sobre uma balsa de 5 X 5 m. Se os pe- 
sos das crianças nos pontos A, B e C são de 375 N, 260 N e 400 N, 
respectivamente, determine a intensidade e o ponto de aplicação da 
resultante dos três pesos. 


3.123 Tres crianças estão em pe sobre uma balsa de 5 X 5 m. Os pesos 
das crianças nos pontos A, B e C são de 375 N, 260 N e 400 W, res- 
pectivainente. Sc uma quarta criança de peso 125 N subir na balsa, 
determine onde ela deve ficar se as outras crianças permanecerem 
nas posições mostradas nu figura c a linha de ação da resultante dos 
quatro pesos passar através do centro da balsa. 


Figura P3.1 27 e P3A 28 
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REVISÃO E RESUMO 


Princípio da 
transmíssibilidade 



/ / 

Figura 3,48 


Produto vetorial de dois 

vetores 



Figura 3,50 


Componentes retangulares 
do produto vetorial 


Neste capítulo estudamos o efeito das forças exercidas sobre um corpo 
rígido, Primeiro, aprendemos a distinguir forças externas e íorças inter- 
nas [Seção 3.2] e vimos que, de acordo com o principio da f ransmissibi- 
l idade, o efeito de uma força externa sobre um corpo rígido permanece 
inalterado se essa força for movida ao longo da sua linha de ação [Seção 
3,3]. Em outras palavras, duas forças F e F f que atuem sobre uru corpo 
rígido em dois pontos diferentes terão o mesmo efeito sobre esse corpo 
se tiverem a mesma intensidade, a mesma linha de ação e o mesmo sen- 
tido (Fig. 3.48). Duas forças assim são ditas equivalentes. 


Antes de prosseguirmos com a discussão sobre sistemas de forças equiva- 
lentes, apresentamos o conceito de produto vetorial de dois vetores [Se- 
ção 3.4], O produto vetorial 


V = FxQ 

dos vetores P e Q foi definido como um vetor perpendicular ao plano que 
contém P e Q.(Fig. 3,49), de intensidade 

V= PÇ sen 0 (3.1) 

e direc ionado de modo que uma pessoa localizada na ponta de V observará 
como anti-horária a rotação ao longo de 0 que íaz o vetor P ficar alinhado 
com o vetor Q. Os trés vetores P n Q e V - tomados nessa ordem — formam 
uma tríade orientada diretamente . Segue-se que os produtos vetoriais 
Q X P e P X y são representados por vetores opostos. Temos 

Q X F = -(P X Q) (3,4) 


Segue-se também da definição de produto vetorial de dois vetores que os 
produtos vetoriais dos vetores unitários i, j e k são 


i X i — 0 iXj — k jXi — — k 


e assim por diante, O sinal do produto vetorial de dois vetores unitários 
pode ser obtido arranjando-se as Irês letras que representam os vetores 
unitários cm um círculo, em ordem anti-horária (Fig. 3.50): o produto 
vetorial de dois vetores unitários será positivo se seguirem um ao outro 
em or de m anti-horária, e negativo se seguirem um ao outro em ordem 
horária. 


Os componentes retangulares do produto vetorial V de dois vetores P e Q 
são expressos | Seção 3.5] como: 


v x = P,jQ- - P z Ç,f 
V v = P-Q< ~ PrÇ- 
V s = P x Qy - PyQ X 


Usando um determinante, temos também: 



j k 

P ;I P, 

Çy Qz 



(3.1») 
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PROBLEMAS PARA RESOLVER NO COMPUTADOR 


A 


Figura P3.C1 


X ír - 

■ ■ ' » 

nu 

r 

Flj 

► * B 

r x c n 

_üéscLL 


3X1 Urna viga AB está sujeita a várias forças verticais, como mostra a figura. 
Usando um aplicativo computacional determine a intensidade da resultante das 
forças e a distância x r ate o ponto C, o ponto em que a linha de ação da resultante 
intercepta AB. Use esse programa para resolver (a) o Problema Resolvido 3.8c: 
(h) o Problema 3.11)6. 

3X2 Usando um aplicativo computacional determine a intensidade e o ponto 
de aplicação da resultante das forças verticais P p P 2 , P rf , que atuam nos pontos 
A p À, A j|T (jiie estão localizados no plano xz. Use esse programa para resolver 
(a) o Problema Resolvido 3.11, (b) o Problema 3.127, (c) o Problema 3.129. 



Figura P3-C2 



3X3 Um amigo lhe pede ajuda em um projeto cie vasos para o plantio de flo- 
res. Os vasos devem ter 1, 5, 6 ou 8 lados, com inclinações para fora de 10 i 20 c 
ou 30°. Usando um aplicativo computacional determine o ângulo de chanfro a 
para c ada um dos doze projetos de v aso. (Dica: o ângulo de elian fro oc v igual à 
metade do ângulo formado pelas normais internas de dois lados adjacentes.) 


3X4 U m fabricante de en rolado r para mangueiras quer determinar o mo- 
mento da força F sobre o eixo A/V. A intensidade da força em newtons e definida 
pela relação F — 300( 1 — r/D, onde x e o comprimento da mangueira dobrada 
num suporte de diâmetro de 0,6 m e L ê o comprimento total da mangueira. 
Usando um aplicativo computacional calcule o momento requerido para uma 
mangueira de 30 m de comprimento e 50 mm de diâmetro. Iniciando com x = 0, 
calcule o momento após cada revolução do en rolado r ate que a mangueira esteja 
totalmente enrolada no suporte. 


Figura P3X3 
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Equilíbrio de corpos rígidos 4.1 Introdução 


4.1 Introdução 

4.2 Diagrama de corpo livre 

4.3 Reações em apoios e 
conexões para uma estrutura 
bi di menstonal 

4.4 Equilíbrio de um corpo rígido 
em duas dimensões 

4.5 Reações estaticamente 
indeterminadas e vinculações 
parciais 

4.6 Eq uilíbrio de um corpo 
sujeito à ação de duas forças 

4.7 Equilíbrio de um corpo 
sujeito à ação de três forças 

4.8 Eq uilíbrio de um corpo rígido 
em três dimensões 

4.9 Reações em apoios e 
conexões para uma estrutura 
tridimensional 


Vimos no capítulo anterior que as forças externas exercidas sobre um 
corpo rígido podem ser reduzidas a um sistema íorç a-binário em algum 
ponto arbitrário O. Quando a força e o binário são iguais a zero, as forças 
externas formam um sistema equivalente a zero, e diz-se que o corpo 
rígido está em equilíbrio. 

As condições necessárias e suficientes para o equilíbrio de um corpo 
rígido, portanto, podem ser obtidas estabelecendo -se R e Mq iguais a 
zero nas relações (3.52 J da Seção 3.17: 


SF - 0 2 M 0 - E(r X F) = 0 


(4.1) 


Decompondo cada força e cada momento em seus componentes 
retangulares, podemos indicar as condições necessárias e suficientes 
para o equilíbrio de um corpo rígido com as seis equações escalares 


ii lies: 


2F* = 0 


0 


2F r/ = 0 
^ 0 


SR = 0 


M- - 0 


(4.2) 

(4.3) 


Podem-se utilizar as equações obtidas para determinar forças desco- 
nhecidas aplicadas ao corpo rígido ou reações desconhecidas exercidas 
sobre ele por seus apoios* Notamos que as Eqs. (4.2) provam o fato 
de que os componentes das forças externas nas direções x, tj e z estão 
equilib radas; já as Eqs. (4,3) indicam o fato de que os momentos das 
forças externas em torno dos eixos x, ;/ e z estão equilibrados* Portan- 
to, pára um corpo rígido em equilíbrio, o sistema de forças externas 
nao causa qualquer movimento translacional ou rotacional ao corpo 
considerado, 

Para escrever as equações de equilíbrio para um corpo rígido, é es- 
sencial primeiro identificar todas as forças que atuam sobre esse corpo 
e, então, desenhar o diagrama de corpo livre correspondente. Neste 
capítulo consideramos primeiro o equilíbrio de estruturas bidimen- 
sionais sujeitas a forças contidas em seus planos e aprendemos como 
desenhar seus diagramas de corpo livre, Além das forças exercidas 
numa estrutura, vamos estudar as reações exercidas sobre a estrutura 
por seus apoios. Uma reação específica será associada a cada tipo de 
apoio. Iremos aprender como determinar se a estrutura está adequa- 
damente apoiada, de modo que possamos saber antecipadamente se 
as equações de equilíbrio podem ser resolvidas para forças e reações 
desconhecidas. 

Mais adiante neste capítulo, trataremos do equilíbrio de estruturas 
tridimensionais, e o mesmo tipo de análise será feito para essas estruturas 
e seus apoios. 
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4*4 Equilíbrio de um corpo rígido 
em duas dimensões 

As condições estabelecidas na Seção 4,1 para o equilíbrio de um corpo 
rígido tornam-se consideravelmente mais simples para o caso de uma 
estrutura bidimensional. Escolhendo os eixos x e ij no plano da estrutura, 
temos 


F. = 0 


M x = M y = 0 


M=M 


O 


para cada uma das forças aplicadas à estrutura. Portanto, as seis equações 
de equilíbrio deduzidas na Seção 4.1 se reduzem a 


ZF = 0 


= 0 


IM = 0 


(4.4) 


e as tres identidades triviais, 0 = 0. Corno ZM a = 0, deve ser satisfeita 
independentemente da escolha da origem O, podemos escrever as equa- 
ções de equilíbrio para uma estrutura bidimensional na forma mais geral. 


IF. = 0 


ZF ;/ = 0 


A 


0 


(4.5) 




onde A é um ponto qualquer no plano da estrutura* Às três equações ob- 
tidas podem ser resolvidas para no máximo três incógnitas. 

Vimos na seção precedente que as forças desconhecidas incluem as 
reações e que o número de incógnitas correspondentes a uma dada rea- 
ção depende do tipo de apoio ou conexão produzido por essa reação. 
Retomando a Seção 4.3, observamos que as equações de equilíbrio (4.5) 
podem ser aplicadas para se determinar as reações produzidas por dois 
roletes e um cabo, um engaste, ou mn rolete e um pino ajustado em furo, 
etc. 

Considere a Fig. 4*2fí, na qual a treliça mostrada está sujeita às tor- 
ças dadas P, Qe S. A treliça é mantida no lugar por um pino em A e um 
rolete em B. O pino impede o ponto A de se mover exercendo na treliça 
uma força que pode ser decomposta nos componentes A, e A ; o rolete 
impede a rotação da treliça cm torno dc A exercendo a força vertical 
R. C) diagrama de corpo livre da treliça é mostrado na Fig. 4.2 5 que 
inclui as reações A ., A e B, assim como as forças aplicadas P, Q, S e o 
peso W da treliça. Considerando que a somados momentos em relação 
a A de todas as forças mostradas na Fig, 4 >25 é igual a zero, podemos 
escrever a equação ZM A — 0, que pode ser usada para se determinar a 
intensidade E > uma vez que essa equação não contem A x ou A . A seguir, 
considerando que a soma dos componentes ein x e a soma dos compo- 
nentes em y das torças são iguais a zero, podemos escrever as equações 
ZF x = 0 e ZF if = 0, das quais podemos obter os componentes A x e A tff 
respectivamente. 

Poderíamos obter uma equação adicional considerando que a soma 
dos momentos das forças externas em relação a um ponto diferente de 
A é zero, como, por exemplo, Z3 / r = 0. Tal afirmação, no entanto, não 
contém qualquer informação nova, pois já foi estabelecido que o sis- 
tema de forças mostrado na Fig, 4.25 é equivalente a zero, A equação 
adiciona] não é independente e não pode ser usada para se determinar 
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V 

r 


1.5 m 




--2 m -*■ 


1 m 



kN 



PROBLEMA RESOLVIDO 4.1 


Um guindaste fixo tem massa de 1.000 kg e e usado para suspender um cai- 
xote de 2,400 kg, Ele é mantido na posição indicada na figura por um pino 
em A e um suporte basculante em B . O centro de gravidade do guindaste 
está localizado em G. Determine os componentes das reaçãoes em A e B. 


J 

; \ 

SOLUÇÃO 


Diagrama de corpo livre* Traça-se um diagrama de corpo livre do guin- 
daste. Multiplicando as massas do guindaste e do caixote por g — 9,81 m /s“, 
obtemos os pesos correspondentes, ou seja, 9.810 N, ou 9,81 kN, e 23.500 N, 
ou 23,5 kN, A reação no pino A é uma força de direção desconhecida e e 
representada por seus componentes A e A v . A reação no suporte basculante 
B é perpendicular á superfície deste- portanto, ela é horizontal. Admitimos 
que A , A v e B atuam nas direções e sentidos mostrados. 

Cálculo de B, Expressamos que a soma dos momentos de todas as forças 
em relação ao ponto A é zero. A equação obtida não conterá A t nem A. pois 
os momentos de A, e A v ein relação a A são nulos. Mutiplicando a intensida- 
de de cada força por sua distância perpendicular a partir de A, temos: 



+ ÍJ(K5 íri) - (9,81 kN)(2 m) - (23,5 kN)(6 m) = 0 
B = +107,1 kN B - 107,1 kN -» * 


Como o resultado é positivo, a reação tem a direção que lhe atribuímos an- 
terior mente. 

Cálculo de A x . Determina-se a intensidade de A^. expressa n do -se que a 
soma dos componentes horizontais de todas as forças externas é nula, 

= 0: A x + B = 0 

A, + 107,1 kN = 0 

A x = “107,1 kN A, = 107,1 kN <- < 

Como o resultado é negativo, o sentido de e oposto ao assumido original- 
mente. 

Cálculo de A , A soma dos componentes verticais também deve ser nula. 

+f£Fj, = 0: A lf — 9,81 kN - 23,5 kN = 0 

A, = +33,3 kN À ry = 33,3 kN f ◄ 


Adicionando vetorialineiitc os componentes A x e Á v , descobrimos que a 
reação em A 6 1 12,2 kN Üs* 17,3°. 


Verificação . Os valores obtidos para as reações podem ser verificados 
recordando-se que a soma dos momentos de todas as forças externas em re- 
lação a qualquer ponto deve ser nula. Por exemplo, considerando-se o ponto 
R , temos: 



— (9,81 kN)(2 m) - (23,5 kN)(6 m) + (107,1 kN)(L5 m) = 0 
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METODOLOGIA PARA 
A RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS 


V imos que as forças externas aplicadas sobre mn corpo rígido em equilíbrio formam um sistema 
de forças equivalente a zero. Para resolver mn problema de equilíbrio, sua primeira tarefa é 
traçar um diagrama de corpo livre claro e em uma escala adequ ada, no qual você irá representar 
todas as forças externas e as dimensões relevantes. Tanto as forças conhecidas quanto as forças 
de sconhecidas devem ser incluídas. 

Para um corpo rígido bidimensional, as reações nos apoios podem envolver uma, duas ou 
três incógnitas, dependendo do tipo de apoio (Fig. 4.1). Para uma solução bem-sucedida de um 
problema, mn diagrama de corpo livre correto é essencial. Nunca devemos prosseguir com a solu- 
ção de um problema enquanto não estivermos seguros de que seu diagrama de corpo livre inclui 
todas as cargas, todas as reações e o peso do corpo (se for o caso ). 

1 . Podemos escrever três equações de equilíbrio e resolvê-las para três incógnitas. As 
três equações podem ser: 

XF r = 0 IF r/ = 0 XAÍ 0 = 0 


Porém, há geral mente vários conjuntos de equações que podem ser escritos, tais como 


ZF X = 0 


ZAÍ, = 0 


B 


= 0 


onde o ponto B é escolhido de modo que a linha AB não seja paralela ao eixo tp ou 


IA Í A = 0 IM b = 0 I M c = 0 


onde os pontos A, B e C não devem ser coline ares. 

2 , Para simplificar a solução, pode ser útil aplicar uma das seguintes técnicas de solução, se 
for aplicável: 

o. Pela soma dos momentos em relação ao ponto de interseção das linhas de ação de duas 
forças desconhecidas, obteremos urna equação com urna única incógnita. 

b. Pela soma dos componentes numa direção perpendicular a duas forças desconhecidas 
par a] cl as, obteremos uma equação com uma única incógnita. 

3. Depois de traçar seu diagrama de corpo livre, podemos encontrar uma das seguintes 
situações especiais: 

a. As reações envolvem menos que três incógnitas, o corpo é considerado parckãmente vin- 
culado e seu movimento é possível, 

b. As reações envolvem mais que três incógnitas: as reações são consideradas estaticamente 
indeterminadas. Embora possamos ser capazes de calcular uma ou duas reações, não podemos 
determinar todas as reações. 

c. Ás reações passam por um único ponto ou são paralelas: o corpo é considerado impro- 
priamente vinculado e seu movimento pode ocorrer de acordo com as condições gerais de carre- 
gamento. 
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4.23 e 4.24 Para cada uma cia.s placas e carregamentos mostrados nas figu- 
ras, determine as reações em À e B . 



500 mm 



Figura P4.23 


4 B 



C h) 



Figura P4.24 


300 mm 




4*25 Determine as reações em Âe B quando (a) a = 0, (b) a — 90°, 

4,26 A barra AB, articulada em A e presa ern B ao cabo BD, suporta as 
cargas mostradas nas figuras, Sabendo que d = 200 mm, determine 
{a) a tração no cabo BD, ( b ) a reação em A* 



Figura P4-25 




Figura P4-26 e P4.27 


4.27 A haste AB, articulada em A e presa em B ao cabo BD, suporta as 
cargas mostradas na figura- Sabendo que d — 150 mm, determine (a) 
a tração no cabo BD , (b) a reação em À. 

4.28 À alavanca AB é articulada em C e presa ao cabo de controle em A , Se 
a alavanca e sujeita a uma força horizontal cie 500 N em B, determine 
{a) a tração no cabo, (h) a reação em C. 


Figura P4.2S 
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160 mm 


240 rnm 



PROBLEMA RESOLVIDO 4.9 


Uma tampa de tubulação de raio r = 210 mm e 30 kg de massa c mantida 
na posição horizontal pelo cabo CD, Considerando que o mancai em B não 
exerce qualquer empuxo axial, determine a tração no cabo e as reações em 

A e B . 


r 


80 mm 

160 mm 
240 mm 



r = 240 mm 
W = - (294 N)j 


SOLUÇÃO 


Diagrama dè corpo iivre, Um diagrama de corpo livre é desenhado 
com os eixos coordenados mostrados na íigura. As forças que atuam no cor- 
po livre são o peso da tampa 

W = — mg j = —(30 kg)(9 t 81 ni/s 2 )j = —(294 N)j 

e as relações que envolvem seis incógnitas, a saber, a intensidade da força 

T exercida pelo cabo, três componentes da força na articulação A e dois na 

articulação B. Os componentes T são expressos em termos de intensidade 

* — » 

desconhecida T decompondo-se o vetor DC cm componentes retangulares, 
da seguinte maneira 


DC = —(480 mm)i + {240 nimlj — 160 mm)k DC = 560 min 


DC 


T = T = -=Ti + %T j - ffk 

DC J 

Equação de equilíbrio. Demonstramos que as forças exercidas na tam- 
pa de tubulação formam um sistema equivalente a zero: 


ZF = 0: 


A x i + A,J + Ak + B c i + BJ + T - (294 N)j = 0 

5 r|TS * I / J I JJ I 3fjl i X f \ * I j j Sí-jfAl t X 


(A x + B x - fT) i + (Ag + B, + ff - 294 N)j + (A- - ff)k = 0 (I) 

2Mb = 2(r X F) = 0: 

2/k X (A r i + Ayj + A.k) 

+ (2ri + rk) X (-=fi + =fj - ffk) 

+ (ri + rk) X (-294 N)j = 0 

(— 2A, ; - ff + 294 N)H + (2A r - ff)rj + (lf - 294 N)rk = 0 (2) 

Tornando os coeficientes dos vetores unitários iguais a zero na Eq. (2) 
obtemos três equações escalares, que resultam em 


A t = +49,0 N 


A v = +73,5 N 


T = 343 N 


Estabelecendo os coeficientes dos vetores unitários iguais a zero na Eq. (1 ), 
obtemos mais três equações escalares. Depois de substituir os valores de T, 
A, e A v nessas equações, obtemos: 


A* = +98,0 N 

As reações A e B são, portanto: 


B f - + 245 N 


B„ = +73,5 N 


A = +(49,0 N)i + (73,5 N)j + (98,0 N)k ◄ 
B - +(245 N)i + (73,5 N)j <4 
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4.11 5 


Unia placa retangular uniforme de 100 kg de massa e sustentada na 
posição mostrada na figura pelas dobradiças A e fí e pelo cabo DCE , 
que passa por um gancho sem atrito em C. Con siderando que a tra- 
ção c a mesma em ambas as partes du cabo, determine (a) a tração no 
cabo, { b ) as reações em A e B* Considere que a dobradiça em B não 
exerce qualquer esforço axial, 



4.1 lá Resolva o Problema 4.115, considerando que o cabo DCE ê substi- 
tuído por um cabo preso no ponto E e no gancho em C. 


4.1 17 Apl ac a retangular mostrada na figura tem peso de 300 N e e mantida 
na posição mostrada pelas dobradiças A e B e pelo cabo EF Con- 
siderando que a dobradiça em B não exerce qualquer esforço axial, 
determine (a) a tração no cabo e (b) as reações cm A e B 



que o l 


4.118 Resolva o Problema 4.1 17 ? considerando 
por um cabo preso aos pon tos E e II . 


abo EF ó substituído 
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4,132 Uma haste uniforme de massa de 10 Kg AB e sustentada por uma 
rótula em A e por uma corda CG que é presa no ponto médio G da 
corda. Sabendo que a barra encosta sem fricção na parede vertical 
em B f determine {a) a tração na corda, ( h ) as reações em A e 



4.133 


A haste dobrada ABDE é apoiada por rótulas em A e E e pelo cabo 
DF Se uma carga de 240 N ê aplicada em C, tal como mostra a figura, 
determine a tração no cabo. 





240 111 1 . 1 '] 


Figura P4.135 



Figura P4.133 


4.134 Re sol v a o Problema 4.133, considerando que o cabo DF 6 substituído 
por um cabo que conecte B e F> 

4*1 35 Ap laca ABC D de 50 kg é sustentada por dobradiças ao longo de AB e 
pelo arame CE. Sabendo que a placa é uniforme, determine a tração 
no arame. 

4.1 36 Resolva o Problema 4.135, considerando que o arame CE é substituí- 
do por um arame que conecte E e D. 
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equações escalares desejadas podem ser obtidas igualando-se a zero os 
coeficientes dos vetores unitários [Problemas Resolvidos 4.7 a 4.9]. 

Ob servamos que no máximo três componentes de reações desconhe- 
cidas podem ser eliminados dos cálculos de XM n na segunda das rela- 


ções (4.1) por meio de uma escolha criteriosa do ponto O. Além disso, é 
possível eliminar as reações em dois pontos A e B da solução de alguns 
problemas escrevendo-se a equação ZAf^ = 0, que envolve o cálculo dos 
momentos das forças em relação ao eixo AB , que une os pontos A e B 
[Problema Resolvido 4.10]. 

Se as reações envolvem mais do que seis incógnitas, algumas das rea- 
ções são estaticamente indeterminadas', se envolvem menos do que seis 
incógnitas, o corpo rígido é apenas parcialmente vinculado. Mesmo com 
seis ou mais incógnitas, o corpo rígido vai estar impropriamente vincula- 
do se as reações associadas aos apoios dados forem paralelas ou intercep- 
tarem a mesma linha. 
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4. Cl A posição da haste em forma de L mostrada na figura é controlada por 
um cabo preso ao ponto B, Sabendo que a liaste sustenta uma carga de inten- 
sidade P — 200 N, utilize um aplicativo computacional para calcular a tração 7 
no cabo para valores de 0 de 0 a 120\ usando incremento de 10 . Determine a 
tração máxima T e o valor correspondente de 6. 



x - — 

Figura P4.C2 


m ) iiiiii 






Figura P4.C1 


4*C2 A posição da baste AB de massa 10 kg e controlada pelo bloco mostrado 
na figura, que é lentamente movimentado para a esquerda pela força P. Despre- 
zando o efeito do atrito, utilize um aplicativo computacional para calcular a in- 
tensidade P da força para valores de x decrescendo de 750 mni a 0 usando incre- 
mentos de 50 mm. Adotando o menor incremento adequado, determine o valor 
máximo de P e o valor correspondente de \\ 


4,C3 e 4.C4 A constante da mola AB c k > e a mola não está deformada quan- 
do 0 — 0. Sabendo que 7Í — 250 mm, n — 500 mm e k = 1 kN/m, utilize um 
aplicativo computacional para calcular o peso W correspondente à condição de 
equilíbrio para valores de 6 de 0 a 90' , usando incremento de Ur* Usando o me- 
nor incremento adequado, determine o valor de 8 correspondente à condição de 
equilíbrio quando \V — 20 N. 


t! 



Figura P4.C3 



Figura P4.C4 
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Forças distribuídas: 
centroides e centros de 
gravidade 

T 

5.1 Introdução 

5-2 Centro de gravidade de um 
corpo bidimensional 

5.3 Centroides de áreas e linhas 

5.4 Momentos de primeira 
ordem de áreas e linhas 

5.5 Placas e fi os compostos 

5.6 Determinação de centroides 
por integração 

5.7 Teoremas de 
Pappus-Guldinus 

5.3 Cargas distribuídas sobre 
vigas 

5.9 Forças sobre superfícies 
submersas 

5.10 Centro de gravidade de 
um corpo tridimensional e 
centroíde de um sólido 

5.11 Corpos compostos 

5.1 2 Determinação de centroides 
de sólidos por integração 



Foto 5.1 O balanceamento preciso 
dos componentes de um móbile requer 
certo conhecimento sobre centros de 
gravidade e centroides, os principais 
tópicos deste capítulo, 


5.1 Introdução 

Até aqui, lemos considerado que a atração exercida pela Ferra sobre um 
corpo rígido pode ser representada por urna força única W. Essa força, 
denominada força de gravidade on peso cio corpo, era para ser aplicada 
no centro de gravidade do corpo (Seção 3.2). Na verdade, a Terra exerce 
uma força sobre cada uma das partíc ulas que constituem o corpo. Logo, a 
ação da Terra sobre um corpo rígido deve ser representada por um gran- 
de número de pequenas forças distribuídas sobre todo o corpo. Todavia, 
aprenderemos neste capítulo que todas essas pequenas forças podem ser 
substituídas por uma força única equivalente W. Também veremos como 
determinar o centro de gravidade, ou seja. o ponto de aplicação da resul- 
tante w, para corpos de formas diversas. 

Na primeira parte deste capítulo, serão levados em conta corpos bi- 
dimensionais, tais como placas planas e fios contidos em um dado plano. 
Serão apresentados dois conceitos estreitamente associados ã determina- 
ção do centro de gravidade de uma placa ou fio: o conceito de centrokle 
de uma área ou linha e o conceito de momento de primeira ordem de 
uma área ou linha em relação a um dado eixo. 

Aprenderemos também que o cálculo da área de uma superfície de 
revolução ou do volume de um sólido de revolução está diretamente re- 
lacionado com a determinação do centro ide da curva ou da superfície 
usada para gerar tal superfície ou sólido de revolução (Teoremas de Pa- 
ppus-Guldimis). E, conforme mostram as Seções 5.8 e 5.9, a determina- 
ção do centroíde de uma área simplifica a análise de vigas sujeitas a cargas 
distribuídas e o cálculo das forças exercidas sobre superfícies retangulares 
submersas, tais como comportas hidráulicas e partes de barragens. 

Na parte final do capítulo, aprenderemos a determinar o centro de 
gravidade de um corpo tridimensional, assim corno o centrokle de um 
sólido e os momentos de primeira ordem desse sólido em relação aos 
plano s coorden ados . 


AREAS E UNHAS 


5.2 Centro de gravidade de um corpo bidimensional 

Vamos considerar inicial mente uma placa plana horizontal ( Kíg. 5.1 ), 
Podemos dividir a placa em n pequenos elementos. As coordenadas 



ZM X : yW= LyAW 


Figura 5.1 Centro da gravidade de uma placa. 
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A 



V 

r 





PROBLEMA RESOLVIDO 5.3 


Uma barra semicircular uniforme de peso W e raio t c ligada a um pino em 
À e repousa sobre uma superfície sem atrito em B . Determine as reações 
em A e B, 


SOLUÇÃO 


Diagrama de corpo livre. Um diagrama de corpo livre da barra e mos- 
trado na figura. As forças exercidas sobre a barra são o peso próprio de W ? 
aplicado no centro de gravidade C (cuja posição e obtida da Fig, 5.8 B); uma 
reação em A, representada pelos seus componentes A r e A, ; e uma reação 
horizontal em B. 


Equação de equilíbrio. 


2M a - 0: B(2r) - W 



= 0 


B = + 


W 


li 


77 


w 

77 


2F r = 0: 


A x + B = 0 


A x ~ —B — 


W 


•77 


w 

A, = — 

77 


+t^F„ = 0: A, - W = 0 


A, = W f 


Somando-se os dois componentes da reação em A: 


A = 


w 2 + 



1/2 


1/2 


A = W\ 1 + 


77 ' 


tg = 


w 


W/w 


= 77 


a = tg 77 ^ 


As respostas, também podem ser escritas da seguinte maneira: 


A = 1.049W ^72, 3 £ 


B = 0,318 
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5.20 


Uma viga e composta cie quatro placas aparafusadas a quatro can- 
toneiros de 60 X 60 X 12 mm, como mostra a tigura« Os parafusos 
são ignalinente espaçados ao longo da viga, que sustenta uma carga 
vertical. Em mecânica dos materiais, demonstra-se que as forças de 
cisalliamento exercidas sobre os parafusos em A e B são proporcio- 
nais aos momentos de primeiro ordem em relação ao eixo centro ide 
x das áreas sombreadas em vermelho, mostradas nas partes a e h da 
figura. Sabendo que a força exercida sobre o parafuso em A é de 280 
N, determine a força exercida sobre o parafuso em B. 










5.21 e 5.22 O eixo a horizontal passa pelo centroide C da área mostrada 
na figura e divide a superfície em duas áreas componentes, A e A rr 
Determine o momento de primeira ordem de cada componente de 
superfície em relação ao eixo .v e explique os resultados obtidos. 



Figura P5.22 
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O diferencia] de comprimento dL deve ser substituído por uma das ex- 
pressões a seguir, dependendo de qual coordenada, a\ y ou tf, for escolhi- 
da como variável independente da equação, usada para definir essa linha 
(pode-se deduzir essas expressões aplicando o teorema de Fitágoras): 



Após usar a equação da linha para expressar uma das coordenadas em 
termos da outra, pode-se efetuar a integração e resolver as Eqs* (5.4) 
para as coordenadas x e y do centroide da linha. 



Foto 5.2 Os tanques de 
armazenagem mostradas na foto sâo 
todos corpos sólidos de revolução. 
Logo, é possível determinar as áreas 
de suas superfícies e seus volumes 
aplicando-se os teoremas de 
Pappus-Guldinus. 


5*7 Teorema de Pappus-Guldinus 

Esses teoremas que foram formulados inicial mente pelo geômetra grego 
Fappus no século III d,C. e retomados posteriormente pelo matemático 
suíço Guldinus, ou Guldin (1577-1643), tratam de superfícies e corpos 
de revolução, 

U ma superfície de revolução e uma superfície que pode ser gerada pela 
rotaç ão de uma curva no plano (curva geratriz) em torno de um eixo fixo. 



Figura 5. 1 3 


Por exemplo, na (Fig. 5.13), a superfície de uma esfera pode ser obti- 
da pela rotação de um arco semicircular ABC em torno do diâmetro AC, 
a superfície de um cone pela rotação de uma linha reta AB em torno do 
eixo AC e a superfície de um toro ou anel pela rotação de uma circun- 
ferência de um círculo em torno de um eixo que não o intercepte, Um 
sólido de revolução 6 um sólido que pode ser criado pela rotação de uma 
superfície plana em torno de um eixo fixo. Conforme mostra a Fig. 5.14, 
uma esfera, um cone e um toro podem ser gerados pela rotação da forma 
apropriada em torno do eixo indicado. 



Esfera Cone Toro 

Figura 5.1 4 

TEOREMA I A área de uma superfície de revolução é igual ao produto 
do comprimento da curva geratriz pela distância percorrida pelo centrai- 
de dã curva durante a geração da superfície. 
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100 mm- 


20 ram 



t 


30 mm 

1 401) mm 


— *- 


00 mm 


— ► 


20 min 


20 mm 


50 mm 



60 mm 

■m *■ 


1 


30 mm 

1“ 


IJ 


C 


7 


II 


375 im)i 


365 mm 


PROBLEMA RESOLVIDO 5.7 


O diâmetro externo cie uma polia é 0,8 m e a seção transversal da sua borda é 
mostr ada na figura. Sabendo que a polia é feita cie aço e que sua massa espe- 
cífica é p - 7,85 X 10 ' kg/m \ determine a massa e o peso cia borda. 


SOLUÇÃO 


Pode-se determinar o volume cia borda pela aplicação do Teorema TJ de Pa- 
ppus-Guldinus, o qual estabelece que o volume e igual ao produto da área 
da seção transversal pela distância percorrida pelo seu centroide em uma re- 
volução completa. No entanto, pode-se determinar o volume de modo mais 
fácil se observarmos que li seção transversal pode ser formada pelo retângulo 
I, cuja área e positiva, e pelo retângulo IL cuja área é negativa. 


£ 

Area f 

mm 2 

y t mm 

Distância percorrida 
por C, mm 

Volume, mm 3 

1 +5,000 

375 

2ir(375) = 2.356 

{5.000)(2.356) = 1 1,78 X 1 0 6 

li - 1 .800 

365 

2tt(365) - 2.293 

{- 1 ,800)(2.293) - -4,13 X 10 a 




Volume da borda = 7,ó5 X 1 Q f 


Como 1 mm = 10 1 m, temos 1 mm = (10 m) 3 — 10 m e 
7,65 X I0 1 mm' 1 - (7,65 X l(f) (10 nT) = 7,65 X 10 m 3 . 


,-3 


í-a s 


unos V — 


m - pV = (7,85 X 10* kg/m 3 )(7,65 X 1Ü" J m 3 ) 


■3 


W — mg — (60,0 kg) (9, 81 m/s 2 ) = 589 kg ■ m/s 1 


m — 60,0 kg M 
W = 589 N 4 
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U = 0 4 ) 

A— 

— — - 

/ 

fi 

X 

25 mm 



Figura P5.50 e PS. 51 






a 



x 


Figura P5.55 



19 i m ti 


Figura P5.58 


5.50 Detei mine o centroide da área mostrada na figura quando a ~ 50 mm 

5.51 Determine o valor de a para que a razão x / tj seja 9. 

5.52 Deter mine o volume e a área da superfície do sólido obtido pela ro- 
tação da área do Problema 5.1 em torno [a ] da linha x = 240 mm, (b) 
do ei xo if. 


5.53 Detei ■mine o volume e a área da superfície do sólido obtido pela rota- 
ção da área do Problema 5.2 em torno (a) da linha ij — GO mm, ( h ) do 
eixo í/ + 


5.54 Determine o volume e a área da superfície do sólido obtido pela rota- 
ção da área do Problema 5,8 em torno (a) do eixo x, (b) do eixo i/> 

5.55 Determine o volume do sólido gerado pela rotação da área parabólica 
mostrado na figura em torno (a) do eixo x, (h) do eixo A A , 


5.56 Determine o volume e a área da superfície do elo de corrente mostra- 
do na Jigura, que e leito de uma barra de 6 nitn de diâmetro, se lí = 
10 mm e L — 30 mm. 



Figura P5-56 


5,57 


Verifique se as expressões para os 
mas na Fig. 5,21 estão corretas. 


volumes das quatro primeiras for- 


5-53 Um furo de 19 mm de diâmetro é feito em uma peça de aço de 25 
mm de espessura. Em seguida, o furo e escareado como mostrado na 
figura. Determine o volume de aço removido durante o processo de 
escareamento. 


5.59 Determine a capacidade, em litros, da ponclieira mostrada se 
B — 250 mm. 



Figura P5.59 
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= I 500 N/m 



r 





PROBLEMA RESOLVIDO 5.9 


Uma viga sustenta a carga distribuída mostrada na figura, {a) Determine a 
carga concentrada equivalente, (h) Determine as reações de apoio. 


y 

" A 

SOLUÇÃO 


a. Carga concentrada equivalente, A intensidade da resultante da 
carga é igual a área sob a curva de carga e a linha de ação da resultante passa 
pelo centro kle dessa área. Dividimos a superfície sob a curva de carga em 
dois triângulos e construímos a tabela mostrada a seguir. Para simplificar os 
cálculos e a tabulação, as cargas fornecidas por unidade de comprimento 
foram convertidas para kN/i n. 


Componente 

A, kN 

K r m 

xA, kN ■ m 

Triângulo 1 

14,5 

2 

9 

Triângulo lf 

13,5 

4 

54 


IA = 18,0 


ZxA = 63 


18 kN 
X = 3.5 m 

pzi , 

A — - B 



Logo, XX A = XxA: X(18 kN) - 63 kN - m X - 3,5 m 

À carga concentrada equivalente é 

W = 18 kN | ^ 


e a sua linha de ação está localizada a uma distância 


X = 3,5 m â direita de A M 

b. Reações. A reação em A ô vertical, sendo representada por À; a reação 
em B ê representada pelo seus componentes B e B . A carga fornecida pode 
ser considerada como a soma das duas cargas triangulares mostradas na figu- 
ra. A resultante de cada carga triangular e igual à área do triângulo e atua em 
seu eentrokle. Escrevemos as seguintes equações de equilíbrio para o corpo 
livre mostrado: 


4-SF, = 0: b t = o < 

+"j XM a = 0: -(4.5 kN')(2 m) - (13,5 kN)(4 m) + B r ,( 6 m) = 0 

B„ -- 10,5 kN T < 

SAf £ = 0: +(4,5 kN)(4 m) + (13.5 kN)(2 m) — A(6 m) = 0 

A = 7.5 kN t < 

Solução alternativa . Pode-se substituir a carga distribuída dada pela sua 
resultante, encontrada na alternativa a t As reações podem ser determinadas 
escrevendo -se as equações de equilíbrio XF = Q t 5M A = 0 e X M R = 0 No- 
vamente. obtemos: 


B t = 0 B,, = 10,5 kN f A = 7.5 kN t * 
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PROBLEMAS 

5.66 e 5.67 Para a viga e o carregamento mostrados nas figuras, determi- 
ne (a) a intensidade e a localização da resultante da carga distribuída, 
( h) as reações de apoio da viga. 




m 


Vértice 



1 m 


Figura P5.66 


Figura P5.67 


5.68 a 5.73 Determine as reações de apoio da viga para a carga dada. 



2 W/m 

B 



0,9 m 




1,8 m 


0,6 ni 


Figura P5.69 


8,750 N/m 

D 


2.960 N/m 



1.000 N/m 




1.480 N/i ii 


B 


Vértice 


A 



300 N/in 


Parábola 


Figura P5.73 


900 N/ni 

B 


5.74 Determine (a) a distâncias tal que as reações verticais dos apoios À e 
B sejam iguais, ( b ) as reações de apoio correspondentes. 
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Foto 5.4 Para se prever as 
características de voo do Boeing 1 Al 
modificado, usado para transportar um 
ônibus espacial, foi preciso determinar 
o centro de gravidade de cada nave. 


SÓLIDOS 


5.10 Centro de gravidade de um corpo 

tridimensional e centroide de um sólido 

O centro de gravidade C de um corpo tridimensional v obtido dividindo- 
-sc o corpo em pequenos elementos c, em seguida, demonstrando que 
o peso W do corpo, atuando em G, é equivalente ao sistema de forças 
distribuíd as AW que representa os pesos dos pequenos elementos* Es- 
colhendo o eixo tj na vertical, com sentido positivo para cima (Fig, 5*20) 
e representado por r o vetor posição de G, ternos que W é igual à 
soma dos pesos elementares AW e que seu momento em relação a O 
é igual à soma tios momentos em relação a O dos pesos elementares: 



Figura 5.20 


2F: -Wj - Z(-AWJ) 

2M 0 : ? X (-Wj) = 2[r x (-AWj)] (5,14) 

Reescrevendo a última equação da seguinte maneira 


rW X (-j) = (Sr AW) X (-j) 


(5*15) 


observamos que o peso W do corpo será equivalente ao sistema dos pesos 
elementares AW se fo rem satisfeitas as seguintes condições: 


W = 2 AW rW = 2r AW 

Aumentando o número de elementos e diminuindo, simultaneamente, o 
tamanho de cada elemento, obtemos, no limite: 




Note que as relações obtidas são independentes da orientação do corpo. 
Por exemplo, se o corpo e os eixos coordenados fossem girados de tal 
modo que o eixo z aponte para cima, o vetor unitário — j seria substituído 
por — k nas Eqs. (5.14) e (5.15), mas as relações (5.16) permaneceriam 
inalteradas. Decompondo os vetores r e r em seus componentes retaugii- 
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PROBLEMA RESOLVIDO 5.1 1 


V 

r 




■* — 100 mm — 



I 


60 

min 

1 

1 1 

t 1 


60 mm 




Determine a localização do centro dc gravidade do corpo de revolução ho- 
mogêneo mostrado na figura, que foi obtido adicionando -se imi hemisfério e 
um cilindro e extraindo se um cone. 



SOLUÇÃO 



Por causa da simetria, o centro de gravidade situa-se sobre o ej\o w Cio mo 
mostra a figura a seguir, pode-se obter o corpo adicionando-se um liemis- 
fé! no a um cilindro e depois extraindo-se um cone. O solido e a abscissa do 
centroide de cada um desses componentes são obtidos a partir da Fig. 5.21 
e registrados na tabela a seguir. O volume total do corpo e o momento de 
p r i m e i ra o rd e i n do só I i do co m relação ao p 1 a n o ij z são , en tão , det e r mi n ados , 





— [60 nmi) = 22,5 mm 




Componente 

Volume, mm 3 

x, mm 

xV, mm 4 

Hemisfério 

Cilindro 

Cone 

1 4lr (óQ) 3 = 0,4524 X 10* 

2 3 

^60f(100) - 1,1310 X 10 4 

- j(ó0) 2 (100) = - 0,3770 x 10 a 

- 22,5 

+ 50 
+ 75 

-10,18 X 10 4 

+56,55 X 10 6 
-28,28 X 10 6 

XV = 1,206 Xl 0 4 


SxV = 18,09 

X 10 6 


Então: 

XZV = SÍV: X( 1,206 x 10® mm 3 ) = 18,09 x 10 6 mm' 

A T _ 15 mm M 
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PROBLEMAS 

5.96 Determine a posição rio centroide do corpo composto mostrado na 
figura, quando (a) 1í — 2h, (b) h — 2,5/?* 



Figura P5.96 

5.97 Detei ■mine a coordenada ij do centroide do corpo mostrado na figura. 

5.98 Determine a coordenada z do centroide do corpo mostrado na figura. 
[Dica: use o resultado do Problema Heso Ivido 5.13.) 



Figura P5.97 e PS. 98 


5,99 O co r p o c o i n po s to i no st rud o n a ( i g u ra é l o r tn ado p e 1 a re i n oção de 1 1 m 
setnielipsoide de revolução de semíeko maior h e sem í ei xo menor a/2 
a partir de um hemisfério de raio a. Determine {a) a coordenada ij do 
centroide quando // = ai 2, (b) a razão h ía para a qual if = —0,4 a. 



Figura P5.99 
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5.1 14 Um arame de aço fino cie seção reta uniforme e dobrado na forma 
m o st rada 1 1 a fi gu r a , D et e r m í n e seu ee n tro de g ra vi dade , 



5.1 15 


e 5,1 16 Determine o centro de gravidade mostrada na figura, sa- 
bendo que ela e feita de barras finas de latão de diâmetro uniforme. 


y 


y 



A 



Figura P5.116 


y 


5.1 17 


A estrutura de uma estufa de plantas é construída a partir de tubos 
uniformes de alumínio. Determine o centro de gravidade da parte da 
estrutura mostrada na figura* 



5.1 1 8 Um cinzel tem um punho de plástico e uma lâmina e haste de aço. 
Sabendo que a densidade do plástico é L030 kg/m e o do aço é 
7.860 kg/m \ determine o centro de gravidade dessa ferramenta. 


T 

25 m m | r 

* 


50 ui m 




S0 mm 


90 mm 


10 mm 


3,5 mm 


Figura P5.1 17 


Figura P5.1 1 8 
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REVISÃO E RESUMO 


Centro de gravidade de um 
corpo bidimensional 


Cenfroide de uma área ou 

linha 


Momentos de primeira 

ordem 


Propriedades de simetria 



Este capítulo foi dedicado principalmente ã determinação do centro de 
gravidade de um corpo rígido, ou seja, à determinação do ponto G no 
nua) uma única força W, chamada de peso do corpo, pode ser aplicada 
para representar o efeito da atração da Terra sobre o corpo. 

Na primeira parte tio capítulo, consideramos corpos bidimensionais, tais 
corno placas planas e arames contidos no plano xy. Somando-se, os com- 
ponentes de força na direção vertical z e os momentos em relação aos 
eixos horizontais x e y [Seção 5.2], deduzimos as relações 


W = 


dW 


xW = 


xdW 




y dW 


(5.2) 


que definem o peso do corpo e as coordenadas x e y do seu centro de 
gravidade. 

No caso de uma placa plana homogênea de espessura uniforme [Seção 
5*3], o centro de gravidade G da placa coincide com o cenfroide C da 
área A da placa, cujas coordenadas são definidas pelas relações 


xA = 


x 


dA 


ijA = 


!/ dA 


(5.3) 


De forma análoga, a determinação do centro de gravidade de um arame 
homogêneo de seção transversal uniforme contido em um plano se re- 
duz à determinação do cenfroide C da linha L representando o arame. 
Temos: 


xL = 


X dL 


ijL - 


J dL 


(5.4) 


As integrais nas Eqs. (5*3) são chamadas de momentos de primeira ordem 
da área A ein relação aos eixos y e x e são representadas por e Q r res- 
pectivamente [Seção 5*4]* Temos: 


Q>, = xA Q, = ijA 


(5.6) 


Os momentos de primeira ordem dc uma linha podem ser definidos dc 
maneira análoga. 


A determinação do centroide C de uma área ou linha é simplificada quan- 
do a área ou linha apresenta certas propriedades de simetria . Se a área ou 
linha for simétrica em relação a um eixo, seu centroide C está nesse eixo; 
se for simétrica em relação a dois eixos, C está na interseção dos dois ei- 
xos; se íor simétrica em relação ao centro O, C coincide com O, 
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PROBLEMAS DE REVISÃO 

5.1 37 e 5.138 Deter mine o eentroíde da área plana rias figuras mostra- 
das a seguir. 

í/ 


30 mm 


54 mm 

t 

1 8 nim 


54 mm 72 mm 

Figura P5.1 37 

5. 739 A moldura de um letreiro ê fabricada com uma barra chata de aço 
fina cuja massa por unidade de comprimento é 4,73 kg/m, Á moldura 
é sustentada por um pino em C e pelo cabo AB. Determine (a) a ten- 
são no cabo, (//) a reação em C. 




0,8 m 


j i 

0,75 ni 

L 


0,2 m 


Figura PS.) 39 


5.140 


Determine por integração direta o centroide da área mostrada na fi- 
gura. Demonstre sua resposta em termos de a e h. 



Figura P5.140 
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5X4 Àproximan do -se a curva mostrada por 10 segmentos em linha reta e 
usando um programa de computador, determine a localização do centro ide da 
linha. Utilize esse programa para determine a localização do centroide quan- 
do (a) a = 25 min, L = 275 mm, Ji = 50 mm; (b) a = 50 mm, L = 425 mm, 
h = 100 mm; (c) a = 125 mm, L = 300 mm, h — 25 mm. 



5X5 A[ jroximc área sombreada mostrada na figura por uma serie de n retângu- 
los, cada um com largura Aa e da fornia hcc l b\ usando um programa de computa- 
dor, calcule as coordenadas do centroide da área. Use esse programa para localizar 
o centroide quando (a) m — 2, a = 80 mm, // - 80 mm; ( b ) m — % a = 80 mm, 
ti = 500 mm;., (c) m = 5, n — 80 rum, h — 80 mm; (d) m — 5, a ~ 80 mm, 
h = 500 mm. Em cada caso, compare as respostas obtidas com os valores exatos 
de x e tf das fórmulas indicadas na Fig* 5.8A e determine a porcentagem de erro. 



5X6 Resolva o Problema 5.C5 usando os retângulos hdd'h'. 

*5X7 Um fazendeiro pediu a um grupo de estudantes de engenharia para 
determinar o volume de água em um pequeno tanque. Usando cordas, os es- 
tudantes, primeiro dispuseram uma rede de 0.6 X 0,6 m no tanque e, então, 
registraram a profundidade da água em metros, por cada ponto de interseção 
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Análise de estruturas 

T 

ó.l Introdução 

6.2 Definição de uma freliça 

6.3 Treliças simples 

6.4 Análise de treliças pelo 
Método dos nos 

6.5 Nós sujeitos a condições 
especiais de carregamento 

6.6 Treliças espaciais 

6.7 Análise de treliças pelo 
método das seções 

6. 8 Treliças feitas de várias 
treliças simples 

6.9 Estruturas que contêm 
elementos suieitos à ação de 
múltiplas forças 

ó.l 0 Análise de uma estrutura 

6.11 Estruturas que deixam de ser 
rígidas quando separadas de 
seus apoios 

6.12 Máquinas 


6-1 Introdução 

Os problemas estudados nos capítulos precedentes diziam respeito ao 
equilíbrio de um único corpo rígido, e todas as forças consideradas eram 
externas a esse corpo. Consideraremos, agora, problemas que tratam do 
equilíbrio de estruturas feitas de várias partes interligadas, Esses proble- 
mas tratam da determinação das forças nau apenas externas que agem 
sobre uma estrutura, mas também daquelas que mantêm unidas as várias 
partes da estrutura. Do ponto de vista da estrutura como um todo, essas 
forças são forças internas. 

Considere, por exemplo, o guindaste ilustrado na Fig; 6.1r/, que 
suporta urna carga W Ü guindaste consiste em três vigas, A D, CF e 
BE, ligadas por pinos sem atrito, Ele é preso por um pino em A e é 
por um cabo DG. O diagrama de corpo livre do guindaste foi dese- 
nhado na Fig, G.lfo. As forças externas estão indicadas no diagrama e 
incluem o peso W , as di ias componentes A, e A r/ da reação em A e a 
fo rça T exercida pelo cabo D. As forças internas que mantêm unidas as 
várias partes do guindaste não aparecem no diagrama, Se, contudo, o 
guindaste fosse desmembrado e um diagrama de corpo livre para cada 
uma de suas partes componentes fosse traçado, as forças que mantêm 
as três vigas unidas deveriam também ser representadas, uma vez que 
são forças externas sob o ponto de vista de cada parte componente 

(Fig. 6.1c). 


D 




Deve-se notar que a força exercida pela barra BE sobre o ponto B da 
barra A D é igual e oposta à força exercida no mesmo ponto da barra BE 
pela barra A D; da mesma forma, a força exercida por BE sobre o ponto E 
de CF é igual e oposta ã força exercida por CF sobre BE; e as componen- 
tes da força exercida por CF sobre o ponto C de A D são iguais e opostas 
às componentes da força exercida por AD sobre CF. Isto está de acordo 
com a terceira lei de Newton, que estabelece que forças de ação e reação 
entre corpos em contato tem o mesmo módulo , a mesma linha de ação e 
sentidos opostos. Como mencionado no Capítulo I, essa lei é um dos seis 
princípios fundamentais da Mecânica clássica e sua aplicação é essencial 
à solução de problemas envolvendo corpos interligados. 
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Neste capitulo, serão consideradas três importantes categorias de es- 
truturas em engenharia: 

1 * Treliças, que são projetadas para apoiar cargas e geral mente conside- 
rados como fixas e total mente vinculadas* Treliças são formadas uni- 
camente por elementos retilíneos conectados juntas localizadas nas 
extremidades de cada elemento. Os elementos de uma treliça são, 
portanto, elementos sujeitos a duas jorras, ou seja, elementos que 
atuam sob duas forças de mesmo módulo mas de sentidos opostos ao 
elemento* 

2. Estruturas, que também são projetadas para apoiar cargas c que tam- 
bém são totalmente vinculadas. As estruturas, no entanto, têm, como 
no guindaste da Fig. 6.1, pelo menos um elemento sujeito a múltiplas 
forças, ou seja, um elemento sobre o qual são aplicadas três ou mais 
forças que na maioria das vezes não são direcionadas ao longo do 
elemento. 

3 . Mátjiiinas, que são projetadas para transmitir e modificar forças e são 
estruturas que contêm partes móveis. As máquinas tais como as es- 
truturas, sempre contêm ao menos um elemento sujeito a múltiplas 
forças. 



Foto 6.1 A foto mostro uma conexão 
por pinos de um vão de aproximação 
do ponte San Francisco - Oakland Bay. 


TRELIÇAS 


6.2 Definição de uma treliça 


A treliça é um dos principais tipos de estruturas da engenharia, Ela ofe- 
rece, ao mesmo tempo, uma solução prática c econômica a muitas situa- 
ções de engenharia, especialmente no projeto de pontes e edifícios. Uma 
treliça típica é mostrada na Fig. 6.2 a. Ela consiste em elementos retos 
unidos por nós. Elementos de treliça são unidos apenas em suas extremi- 
dades: portanto, nenhum deles é contínuo por meio de um nó. Na 
Fig. 6.2 a, por exemplo, não existe um elemento AB\ em vez disso, exis- 
tem dois elementos distintos AD e DB . A maioria das estruturas reais é 
feita de várias treliças unidas para formar uma estrutura espacial. Cada 
treliça é projetada para sustentar cargas que atuam em seu plano, poden- 
do ser tratada como uma estrutura bidimensional. 

Em geral, os elementos de uma treliça são delgados e podem supor- 
tar uma pequena carga lateral; todas as cargas, portanto, devem ser apli- 
cadas aos vários nós, e não aos elementos propriamente ditos. Quando 
uma carga concentrada é aplicada entre dois nós, ou quando uma carga 
distribuída é suportada pela treliça, como no caso de uma treliça de pon- 
te, ê preciso prever um sistema de pavimentação que, por meio do uso de 
Inngarinas e vigas transversais, transfere a carga aos nós (Fig, 6.3). 

Também supõe-se que os pesos dos elementos da treliça são aplica- 
dos nos nós, sendo metade do peso do elemento aplicado a cada um dos 
dois nós que o une. Embora os elementos sejam, de fato, unidos por meio 
de conexões aparafusadas, rebitadas ou soldadas, costuma-se considerar 
que são unidos por meio de pinos; portanto, as forças em cada extremi- 
dade de um elemento reduzem-se a uma única força sem nenhum mo- 
mento. Assim, as únicas forças consideradas, exercidas a um elemento de 
treliça, reduzem-se a uma única força em cada extremidade do elemento. 


c 



c 



Figura 6,2 
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Figura 6.4 


Figura 6.3 


Sendo assim, cada elemento pode, ser tratado como um elemento sujeito 
à ação de duas forças, e a Ire liça toda pode ser considerada como um gru- 
po de pinos e elementos sujeitos à ação de duas forças (Fig. 6,2 hl A ação 
das torças sob uni elemento individual pode ocorrer conforme indicado 
nos dois esboços da Fig. 6.4. Em (//), as torças tendem a dividirem peda- 
ços o elemento, que esta sob tração, enquanto, em (b) t as torças tendem 
a comprimira elemento, que está sob compressão. Várias t rei iças típicas 
são ilustradas na Fig, 6.5, 




Trdiças típicas pata telhados 



Fink 




Treliç-as típicas para pontes 



Tipo estádio 



Viga de treliça 


cm balanço 



Baseulante 


Outros tipos de Irei iças 


Figura 6.5 



Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 


292 Mecânica vetorial para engenheiros: estática 


C 



Ã ^ 




Foto 6.3 Já que as tretiças de telhado, 
tais como as da foto, requerem apoio 
somente em suas extremidades, é 
possível construir edifícios com grandes 
vâos livres cemtrais. 


6*4 Análise de treliças pelo método dos nós 


Foi visto na Seção 6.2 que uma treliça pode ser considerada como um 
grupo de pinos e elementos sujeitos à ação de duas forças. A treliça da 
Fig. 6.2. cujo diagrama de corpo livre é ilustrado na Fig, 6.7#, pode então 
ser desmembrada, e um diagrama de corpo livre traçado para cada pino 
e cada elemento (Fig* 6.7 h). Cada elemento é sul) metido a duas torças, 
uma em cada extremidade, tendo elas mesmo modulo, mesma linha de 
ação e sentidos opostos (Seção 4,6). Além disso, a terceira lei de Newton 
indica que as forças de ação e reação entre um elemento c um pino são 
iguais e opostas. Portanto, as forças exercidas por um elemento sobre os 
dois pinos que o interliga devem ser dir ípá as ao longo desse elemen- 
to e ser iguais e opostas, A intensidade comum das forças exercidas por 
um elemento sobre os dois pinos que o interliga é comumente referida 
como a força no elemento considerada, muito embora essa quantidade 
seja, na realidade, um escalar. Uma vez que as linhas de ação de todas as 
forças internas de uma treliça são conhecidas, a análise de uma treliça se 
reduz ao cálculo das forças em seus vários elementos e à determinação 
da situação em cada um deles, isto é, se o mesmo está sujeito a tração ou 
compressão. 

Uma vez que a treliça está em equilíbrio, cada pino deve estar em 
equilíbrio. O fato do pino estar em equilíbrio pode ser demonstrado ao 
traçar de seu diagrama de corpo livre e por duas equações de equilíbrio 
{Seção 2.9), Se a treliça contém n pinos, existirão, portanto, 2n equações 
disponíveis, que podem ser resolvidas para 2n incógnitas, No caso de uma 
treliça simples, tem-se m = 2n — 3, isto é, 2n = m + 3, e o mimem de 
incógnitas pode ser determinado, a partir dos diagramas de corpo livre 
dos pinos, pela equação m + 3. Isto significa que as forças em todos os 
elementos, bem como as duas componentes da reação R A e da reação R B , 
podem ser determinadas considerando-se os diagramas de corpo livre 
dos pinos, 

O fato de a treliça inteira ser um corpo rígido em equilíbrio pode ser 
usado para escrever três novas equações envolvendo as forças indicadas 
no diagrama de corpo livre da Fig. 6*7#. Uma vez que não contém nenhu- 
ma informação extra, essas equações não são independentes das equa- 
ções associadas com os diagramas de corpo livre dos pinos* Além disso, 
podem ser usadas para determinar imediatamente os componentes das 
reações nos apoios. A disposição de pinos e elementos numa treliça sim- 
ples é tal que será, então, sempre possível encontrar um nó envolvendo 
apenas duas forças desenvolvidas* Essas forças podem ser determinadas 
pelos métodos da Seção 2. 1 1, e seus valores transferidos para os nós adja- 
centes e tratados como quantidades conhecidas nesses nós, Esse procedi- 
mento pode ser repetido até que todas as forças desconhecidas tenham 
sido determinadas. 

Como exemplo, a treliça da Fig, 6.7 será analisada considerando-se 
sucessívamente, o equilíbrio dc cada pino, começando por um nó no qual 
somente d nas forças são desconhecidas. Na treliça considerada, todos 
os pinos são submetidos a pelo menos três forças desconhecidas. Por- 
tanto, as reações nus suportes devem prime iram ente ser determinadas 
considerando-se a treliça toda como sendo um corpo livre e usando-se as 
equações de equilíbrio de um corpo rígido. Dessa maneira, verificamos 
que R a é vertical o determinamos a intensidade de R ^ e R ; ^. 

O mi mero de forças desconhecidas no nó A é então reduzido para dois, 
e essas forças podem ser dete r m inadas considerando-se u equilíbrio do 
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familiarizado com as condições sob as quais as regras estabelecidas nesta 
seção podem ser aplicadas, você deve traçar os diagramas de corpo livre 
de todos os pinos e escrever as equações correspondentes de equilíbrio 
(ou desenhar os polígonos correspondentes de força), estando ou não os 
nos cm destaque sujeitos a uma das condições especiais de carregamento 
descri t as ante r ior m e nte * 

Uma última observação a respeito dos elementos sem força aplica- 
da: esses elementos não são inúteis. Por exemplo, embora os elementos 
sem força aplicada da Fig. 6*14 não suportem cargas sob as condições de 
carregamento consideradas, os mesmos elementos provavelmente iriam 
suportar cargas se as condições de carregamento forem alteradas. Além 
disso, mesmo no caso considerado, esses elementos são necessários para 
suportar o peso da treliça e para manter sua forma desejada* 


c 



(a) 


C 



Figura 6.1 5 


*6,6 Treliças espaciais 

Quando vários elementos retilíneos são unidos por suas extremidades 
para formar uma configuração tridimensional, a estrutura obtida é cha- 
mada de treliça espacial. 

Recordemos da Seção 6*3 que a treliça rígida bidimensional mais pri- 
mária consiste em três elementos unidos por suas extremidades para for- 
mar os lados de um triângulo; pela adição de dois elementos de cada vez 
a essa configuração básica, e ligando -os em um novo nó, é possível obter 
uma estrutura rígida maior, que é chamada de treliça simples. Da mesma 
forma, a treliça rígida espacial mais primária consiste em seis elemen- 
tos ligados por suas extremidades para formar as arestas de um tetraedro 
ABDC (Fig. 6.15o), Acrescentando três elementos de cada vez a essa con- 
figuração básica, tais como A E , BE e CE , fixando-os a três nós existentes 
e unindo-os em um novo nó 0 , podemos obter uma estrutura rígida maior, 
que é definida como uma treliça espacial simples (Fig- 6*15/;)* Observan- 
do -se que o tetraedro básico possui seis elementos e quatro, nós e que 
cada vez que três elementos são adicionados, o número de nós é acrescido 
de um. Concluímos, então, que em uma treliça espacial simples o número 
total de elementos é m — 3/7 — 6, onde n é o número total de nós* 

Se uma treliça espacial deve estar completamente vinculada e as rea- 
ções em seus apoios devem ser estaticamente determinadas, os apoios 
devem consistir em uma combinação de esferas, roletes e rótulas, for- 
necendo seis reações desconhecidas (ver Seção 4.9). Essas reações des- 
conhecidas podem ser facilmente determinadas resolvendo-se as seis 
equações que expressam que a treliça tridimensional está em equilíbrio. 

Embora os elementos de uma treliça espacial sejam de fato unidas por 
meio de conexões soldadas ou rebitadas, supõe-se que cada nó consiste em 
uma conexão em rótula. Dessa forma, nenhum hinário será aplicado aos 
elementos da treliça, e cada elemento pode ser tratado como um corpo 
sujeito â ação de duas torças. As condições de equilíbrio para cada nó serão 
expressas pelas três equações ZF X — 0, ZF rf — Oe E/n — 0. No caso de uma 
treliça espacial simples contendo n nós, escrevemos que as condições de 
equilíbrio para cada nó conduzirão, portanto, a 3u equações. Uma vez que 
tn = 3/í — 6, essas equações são suficientes para determinar todas as forças 
desconhecidas (forças em m elementos e seis reações nos apoios). Contu- 
do, para evitar resolução de muitas equações simultâneas, deve-se tomar 
cuidado para selecionar os nós escolhidos em uma ordem tal que nenhum 
nó selecionado envolva mais que três forças desconhecidas. 


* Os quatro nós não podem estar em um plano. 
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PROBLEMAS 

6.1 a 6.8 Usando o método dos nós, determine a força em cada ele- 
mento da t rei iça mostrada na figura, Indique se cada elemento está 
sol) tração ou sob compressão. 
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B, Sobre treliças completamente vinculadas e determinadas: 


1 i Primeiro observemos que qualquer treliça simples que estiver simplesmente 
apoiada é uma treliça completamente vinculada e determinada. 


2. Para determinarmos se qualquer outra treliça é ou não completamente vinculada 
e determinada, primeiro devemos contar o número m de seus elementos, o número u de seus 
nós e o número r dos componentes de reação em seus apoios. Comparemos, então, a soma m + r 
que representa o número de incógnitas e o produto 2/i que representa o número de equações de 
equilíbrio independentes disponíveis* 


a. Sem + r < 2n, há menos incógnitas do que equações. Portanto, algumas das equações 
não podem ser satisfeitas: a treliça é apenas parcialmente vinculada , 

b* Se m 4- r > 2n, há mais incógnitas do que equações. Portanto, algumas das incógnitas 
não podem ser determinadas: a treliça é indeterminada. 

C. Se m + r = 2n, há tantas incógnitas quanto equações, isso, no entanto, não significa 
que todas as incógnitas podem ser determinadas e que todas as equações podem ser satisfeitas. 
Para descobrirmos se urna treliça e completamente ou impropriamente vinculada, devemos tentar 
determinar as reações em seus apoios e as forças em seus elementos. Sc for possível achar todas, a 
treliça é completamente vinculada e determinada. 



312 



Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 



Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 



Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 



Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 



Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 



Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 



Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 


5. As forças infernas podem agora ser determinadas, assim como quaisquer reações 
que ainda não encontramos, 

O, O diagrama de corpo livre de cada um dos elementos sujeitos à ação de múltiplas 
forças pode nos fornecer três equações de equilíbrio. 

b. Para simplificar a solução, devemos procurar uma maneira de escrever uma equação 
que envolva uma única incógnita* Se pudermos localizar um ponto em (/ue todos os componentes de 
força , exceto um, se cruzam, obtermos uma equação em uma única incógnita somando momentos 
em relação a esse ponto, Se todas as forças desconhecidas, exceto uma, forem paralelas ? obtermos 
unia equação em uma única incógnita somando componentes de foiças em uma direção perpen- 
dicular às forças paralelas. 

c. Como foi escolhido arbitrariamente o sentido de cada uma das forças des- 
conhecidas, não podemos determinar se a sua suposição estava certa até que a solução esteja 
completa. Para fazer isso, consideremos o sinal do valor encontrado para cada uma das incógnitas: 
um sinal positivo significa que o sentido que selecionamos estava certo; um sinal negativo significa 
que o sentido é oposto ao sentido que se era esperado. 


6. Rara sermos mais eficazes e eficientes à medida que prosseguimos com a solução, ob- 
servemos as seguintes regras: 

a, Se uma equação que envolva uma única incógnita puder ser encontrada, ire* 

mos escrever essa equação e resolvê-la para essa incógnita. Imediatamente, substituir essa incóg- 
nita em todos os lugares em que ela aparece nos outros diagramas de corpo livre pelo valor que en- 
contramos , Devemos repitír esse processo, procurando equações de equilíbrio que envolvam uma 
única incógnita, até que tenhamos encontrado todas as forças internas e reações desconhecidas. 

b, Se uma equação que envolva uma única incógnita não puder ser encontra- 

da, podemos resolver um par de equações simultâneas. Antes de fazer isso, verifiquemos se foi 
mostrado os valores de todas as reações que foram obtidos do diagrama de corpo livre da estrutura 
inteira* 

C* O número total de equações de equilíbrio para a estrutura inteira e para os elemen- 
tos individuais será maior que o número de forças e de reações desconhecidas. Depois que tivermos 
encontrado todas as reações e todas as forças internas, poderemos usar as equações dependentes 
restantes para verificar a exatidão da solução. 
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b. determinar os pontos em que V = 0 e os valores correspondentes de jM|: ocor- 
rerá sob uma carga distribuída, Para achar a distância x entre o ponto C, onde a carga distribuída 
começa, e o ponto D 7 o tule o esforço cortante ê zero, use a Eq. (7,2 r ); para V C7 usemos o valor co- 
nhecido tio esforço cortante no ponto O- para V D , usemos zero e demonstremos a área sob a curva 
de carregamento como função de x [Problema Resolvido 7,5 


5* É possível melhorar a qualidade dos desenhos lembrando que, a qualquer ponto 
ciado „ de acordo com as Eqs. (7.1) e (7.3), a inclinação da curva V é igual a — w e a inclinação da 
curva M é igual a V. Em particular, seus desenhos devem mostrar claramente onde a inclinação 
das curvas é nula* 


6. Finalmente, para vigas que sustentam uma carga distribuída demonstrada como 
uma função w(x), lembremo-nos de que o esforço cortante V pode ser obtido integrando a fun- 
ção — tü(x) e o momento íletor M, integrando V(.r) [Eqs, (7,3) e (7,4)], 
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Capítulo 7 ♦ Forças em vigas e cabos 387 




W 


Figura 7.1 5 

de trai vão T em D , direcionada ao longo da tangente ao cabo em D, e 
a resultante W da carga distribuída sustentada pela parte CD do cabo. 
Desenhando o correspondente triângulo de forças (Fig. 7 . 1 5c ,) , obtemos 
as seguintes relações: 


T cos d = T 0 

T = Vlo + w2 


T sen 0 = W 
W 

tg * = IjT 

L d 


(7.5) 

(7.6) 


À partir das Eqs, (7.5), é evidente que o componente horizontal da força 
de tração Té n mesmo em qualquer ponto e que o componente vertical 
de T é igual à intensidade W da carga medida a partir tio ponto mais bai- 
xo. As Eqs. (7.6) mostram que a tração T é mínima no ponto mais baixo e 
máxima em um dos dois pontos de apoio. 


*7.9 Cabo parabólico 

Vamos supor, agora, que o cabo AB sustenta uma carga uniformemente 
distribuída ao longo aa horizontal (Fig. 7. ifí<?), Cabos de pontes suspen- 
sas podem ser considerados como sendo carregados desse modo, desde 
ue o peso dos cabos seja leve comparado com o peso dos tabuleiros 
a ponte. Representamos por w a carga por unidade de comprimento 
(; medida horizontalmente) e a indicamos em N/m. Escolhendo eixos 
coordenados com a origem no ponto mais baixo C do cabo, descobrimos 
que a intensidade W da carga total, sustentada pela parte do cabo que 
se estende desde C até o ponto D de coordenadas x e y, é W — wx. As 
relações (7.6), definindo a intensidade e a direção da força de tração em 
D, tornam-se: 


T — \/xf} + ur.r 




wx 


T 0 


(7.7) 


Além disso, a distância de D até a linha de ação da resultante W é igual 
ã metade da distância horizontal de C até D (Fig. 7.16&). Somando os 
momentos em relação a D, temos 


+ ^ - 0: 


tvx^ - Toy = 0 


(a) 


Figura 7,16 
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PROBLEMAS 


8.46 A peça ABC e sustentada por uma articulação sem atrito em B e por 
uma cunha de 10 rj em C* Sabendo que o coeficiente de atrito estático 
é 0,20 em ambas faces da cunha, determine {17) a força P necessária 
para mover a cunha para a esquerda, (b) os componentes da reação 
correspondente em B, 

8*47 Resolva o Problema 8,46 considerando que a cunha deve ser movida 


par 


i c 


a. 


8.48 e 8.49 Duas cunhas de $' e massa desprezível são usadas para mo- 
ver e posicionar um bloco de 800 kg. Sabendo que o coeficiente de 
atrito estático cm todas as superfícies de contato é 0,30. determine a 
menor força P que poderá ser aplicada, como mostrado 11 a figura, em 
uma das cunhas. 


540 \ r A 


200 mm 


B 


m 


Figura P8.46 


ZDU mn\ 





Figura P8.48 


Figura P8.49 


8.50 & 8.5] A elevação da extremidade de uma viga de aço apoiada em 
um piso de concreto é ajustada através das cunhas de aço E e F. A 
placa de base CD foi soldada no Mange inferior da viga e sabe-se que 
a reação na extremidade da viga e 100 kN. O coeficiente de atrito 
estático e 0,80 entre as duas superfícies de aço e 0,60 entre o aço e o 
concreto. Se o movimento horizontal da viga e contido pela força Q, 
determine (a) a força P necessária para se erguer a v iga, (b) a força Q 
co rre sp on de n te , 



Q 


AC 

1 

101) kN 


1 

B À 

J 


V \ } - 


F 


Figura P8.50 


Figura PS, 5 7 


8.52 


Uma cunha A de peso desprezível deve ser cravada entre duas pla- 
cas B e C de 450 X. O coeficiente de atrito estático entre todas as 


superfícies de contato e 0,35. Determine a intensidade da força P 
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Figura 3.1 0 




correspondente em projeção sobre mn plano perpendicular ao eixo. As 
forças atuantes sobre o corpo livre incluem o peso W da roda, o binário 
M necessário para se manter seu movimento e a força R representativa 
da reação do mancai* Essa força é vertical, igual e oposta a W mas não 
passa pelo centro O do eixo; R localiza-se à direita de O a uma distância 
tal que sen momento em relação a O contrabalança o momento M do 
binário. Logo, o contato entre eixo e mancais não se dá no ponto mais 
baixo A quando o eixo gira. Esse contato ocorre no ponto B (Fig. 8A0&), 
ou melhor, ao longo de uma linha reta que intercepta o plano da figura 
em B , Fisicamente, isso se explica pelo fato de que, quando as rodas são 
postas cm movimento, o eixo “sobe” tios mancais até que ocorra escorre- 
gamento. Após deslizar ligeira mente de volta, o eixo se assenta mais ou 
menos na posição mostrada na figura. Essa posição é tal que o ângulo en- 
tre a reação R e a normal à superfície do mancai é igual ao ângulo de atri- 
to cinético Logo, a distância de O até a linha de ação de R ê r sen rf». , 
sendo r o raio do eixo* Escrevendo £â/ (> = f) para as (orças atuantes sobre 
o corpo livre considerado, obtemos a intensidade do binário M neces- 
sário para se vencer a resistência de atrito de um dos mancais: 


M = Rr sen (f> { (8.5) 

Ob servando que, para pequenos valores do ângulo de atrito, sen c/; r 
pode ser substituído por tg ou seja, por /urç escrevemos a fórmula 
aproximada: 
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S*8 1 A talha mostrada na figura e usada para erguer uma carga de 675 N. 
Cada uma das roldanas de 75 mm de diâmetro gira sobre um eixo de 
12 mm de diâmetro. Sabendo que o coeficiente de atrito cinético é 
0,20, determine u tração em cada parte da corda quando a carga é 
erguida devagar. 

8.82 A talha mostrada na figura é usada para erguer urna carga de 675 N. 
Cada uma das roldanas de 75 mm de diâmetro gira sobre um eixo de 
12 mm de diâmetro. Sabendo que o coeficiente de atrito cinético e 
0,20, determine a tração em cada parte da corda quando a carga é 
baixada devagar. 

8.83 Lm vagão ferroviário tem massa 30 Mg e é apoiado eni oito rodas cie 
800 mm de diâmetro, com eixos de 125 nmi de diâmetro. Sabendo 
que os coeficientes de atrito são — 0,020 e fji k — 0,G15 ? determine 
a força horizontal necessária (a) para movimento iminente do vagão, 
(h) para manter o vagão movendo-se em velocidade constante. Des- 
preze a resistência ao rolamento entre as rodas e os trilhos. 


8.84 e 8.85 U ma alavanca AB de peso desprezível c montada com folga 
em um eixo fixo de 63 mm de diâmetro. Sabendo que o coeficiente de 
atrito estático entre o eixo fixo e a alavanca ê 0,15, determine a força P 
necessária para iniciar a rotação da alavanca no sentido an ti -horário. 



Figura P8.8J e P8.82 


63 mm 



225 N 


Figura P8.84 & P8.86 


8.86 e 8.87 Uma alavanca AB de peso desprezível é montada com folga 
em um eixo lixo de 63 mm de diâmetro. Sabendo que o coeficiente de 
atrito estático entre o eixo fixo e a alavanca é 0,15; determine a força P 
necessária para iniciar a rotação da alavanca no sentido horário. 



63 


Figura P8.85 e P8.S7 


8.88 O ele de ligação mostrado na figura é usado frequentemente na cons- 
trução de pontes de rodovias para possibilitar a expansão causada por 
variações de temperatura. Em cada um dos pinos A e B de 60 mm, o 
coeficiente de atrito estático é 0,20. Sabendo que o componente ver- 
tical da força exercida por BC sobre a união é 200 kN, determine (ti) 
a força horizontal que deve ser exercida sobre a viga BC para come- 
çar a mover o elo, (b) o ângulo que a força resultante exercida pela 
viga BC sobre o elo fará com a vertical. 




B 


Figura P8.S8 


ll k ll! 


c 


8.89 Urn patinete é projetado para andar â velocidade constante em um 
declive com 2% de inclinação. Considerando que o coeficiente de 
atrito cinético entre o eixo de 25 mm e o mancai é 0,10, determine o 
diâmetro necessário das rodas. Despreze a resistência ao rolamento 
entre as rodas e o solo. 
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PROBLEMA RESOLVIDO 9.3 


(tf ) Determine o momento de inércia da superfície sombreada em relação 
a cada um dos eixos coordenados, (As propriedades dessa superfície foram 
consideradas no Problema Resolvido 5,4,) (h) Usando os resultados do item 
tf. determine o raio de giração da superfície sombreada em relação a cada 
um dos eixos coordenados. 


SOLUÇÃO 


Voltando ao Problema Resolvido 5.4, obtemos as seguintes expressões para a 
equação da curva e para a área total: 


f/ 




À = \ab 


a 


Momento de inércia Um elemento diferencial vertical de área é es- 
colhido como dA> Como todas as porções desse elemento não estão à mesma 
distância do ei\o x, devemos tratar o elemento como um retângulo fino. O 
momento de inércia do elemento em relação ao eixo x t\ então: 


dL = 


X 


’ dx - \( b O 
o \a 


dx = 


I h 


d x 


L = 


dl x = 


ca 


0 


1 b 


o a 


x 6 dx = 


3 a 6 
1 b 3 


X 


3 tf 6 7 Jn 


/, = 


ah 


3 


Momento de inércia l y . É \ i sado o tt i e s rn o e le i n e n t o di fere n c ia 1 ve r t i cal 
de área. Como todas as porções do elemento estão â mesma distância do eixo 
i y, temos: 



Raios de giração íc* e k y * Por definições, temos 

2 _ h _ ab 3 m _ lr_ 

A ah / 3 7 


e 





** = Vi b 4 



VI a 
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9,6 Teorema dos eixos paralelos 

Considere o momento de inércia I de urna superfície A em relação a um 
eixo AA f (Fig. 9.9)* Representado por i/ a distância entre um elemento de 
superfície de área d A e AA \ temos: 


I = 


'/ dA 


Vamos traçar agora um eixo BB ' paralelo a AA ' passando pelo centroi- 
de C; esse eixo é denominado eixo centroidal. Representado por \f a 


A 



dA 


c 


B' 


d \ 


A’ 


Figura 9.9 


distância entre o elemento dA e BB \ temos f/ — i/ 7 + d, sendo d a distância 
entre os eixos AA f e BB', Substituindo por y na integral anterior, ternos: 


1 = 


if dA = (y* + d) 1 dA 

J 

y 1 1 dA + 2 d y * dA + d 1 


dA 


A primeira integral representa o momento de inércia 1 da superfície em 
relação ao eixo centroidal BB\ Â segunda integral representa o momento 
de primeira ordem cia superfície em relação a BB 1 ; como o centroide C 
da superfície está localizado sobre esse eixo, a segunda integral deve ser 
nula. Fínalmente, observamos que a última integral é igual à área total A 
da superfície. Logo, temos: 


1 = 1 + Ad 2 


Essa fórmula expressa que o momento de inércia J de uma superfície 
em relação a um dado eixo A A* é igual ao momento de inércia J da su- 
perfície em relação ao eixo centroidal BB f paralelo a AA ' mais o produto 
da área A da superfície e do quadrado da distância d entre os dois eixos, 
Esse teorema é conhecido como teorema dos eixos paralelos. Substituin- 
do / por kA e / por írA, o teorema também pode ser expresso como 


k = k Á + d z 

Um teorema semelhante pode ser enunciado para relacionar o mo- 
mento de inércia polar J (} de uma superfície em relação ao ponto O ao 
momento de inércia polar Jc da mesma superfície em relação ao seu cen- 
troide C. Representado poríí a distância entre O e C, temos 
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13 mm 



LI 02 X 102 X 12, 


9.53 Duas cantou eiras de L76 X 76 X 6,4 mm são soldadas a um perfil C 
cie 250 X 30, Determine os momentos de inércia da seção composta 
em relação aos eixos centroidais paralelo e perpendicular ã junção do 


L 76 X / 6 X 6,4 



Figura IP9.53 

9.54 Duas cantoneiras LI 02 X 102 X 12,7 rnm são soldadas a uma placa 
de aço mostrada na figura. Determine os momentos de inércia da 
seção composta em relação aos eixos centroidais paralelo e perpendi- 
cular ã placa. 





Figura P9,57 



Figura P9.58 



Figura P9.59 


9.55 A resistência de uni perfil I mostrado na figura é aumentada pela 
soldagem cie perfil na aba superior. Determine os momentos de 
inércia da seção composta em relação aos respectivos eixos centroi- 
dai s x e tf. 

9. 56 Duas cantoneiras LI 27 X 76 X 12.7 mm são soldadas a uma placa de 
aço de 13 mm de espessura. Determine a distância h e os momentos cie 
inérc ia centroidais J r e I u da seção composta, sabendo que = 4 J 



9.57 e 9.58 O painel mostrado na figura forma a seção transversal de 
uma calha que está cheia de água até a linha AA\ Voltando â Seção 9.2, 
determine a profundidade do ponto de aplicação da resultante das for- 
ças hidrostáticas atuantes sobre o painel (o centro de pressões). 

9.59 © *9,60 O painel mostrado na figura forma a seção transversal de 
uma calha que está cheia de água até a linha AA\ Voltando â Seção 
9.2, determine a altura do ponto de aplicação da resultante das forças 
hidrostáticas atuantes sobre o painel (o centro cie pressões). 


a 


Parábola 

Figura P9.6G 


a 


A* 
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METODOLOGIA PARA 
A RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS 




N os problemas desta seção, continuaremos a trabalhar com momentos de inércia e utilizaremos 
várias técnicas para calcular produtos cie i nércia. Embora os problemas sejam geral mente 
diretos, vale a pena destacar alguns itens. 


1* Cálculo do produto de inércia \ por integração. Definimos esta grandeza como 


hy 


Xtj d A 


(9.12) 


e verificamos que seu valor pode ser positivo, negativo ou nulo. O produto de inércia pode ser 
calculado direta mente da equação anterior usando -se integração dupla ou pode ser determinado 
usando -se integração simples, como mostra o Problema Resolvido 9.6. Ao se aplicar essa última 
técnica com o teorema dos eixos paralelos, ê importante lembrar que x., f e y ri na equação 

dl X y - dl x y + x el y el clA 

são as coordenadas do centroide do elemento de área d A . Logo, se d A não estiver no primeiro 
quadrante, uma dessas coordenadas será negativa, ou ambas serão negativas. 

2, Cálculo dos produtos de inércia de superfícies compostas. Tais produtos podem 

ser facilmente calculados a partir dos produtos de inércia das partes componentes da superfície 
usando-se o teorema dos eixos paralelos: 


hy — hw + xyA 




(9,13) 


A técnica apropriada para a resolução de problemas desse tipo está ilustrada nos Problemas Resol- 
vidos 9.6 e 9.7. Além das regras usuais para problemas de superfícies compostas, é essencial que 
nos lembremos dos seguintes pontos: 

a. Se um dos eixos centroidais de uma superfície componente for um eixo de si- 
metria dessa superfície, o produto de inércia J xy para essa superfície será nulo. Logo, 

Ly é igual a zero para superfícies componentes tais como círculos, semicírculos, retângulos e triân- 
gulos isósceles que tenham um eixo de simetria paralelo a um dos eixos de coordenadas. 

b. Deve-se prestar muita atenção aos sinais das coordenadas x e y de cada su- 
perfície componente ao usar o teorema dos eixos paralelos [Problema Resolvido 0.7] . 

3, Determinação dos momentos de inércia e do produto de inércia para eixos de 
coordenadas que sofreram rotação. Na Seção 9.9, deduzímos as Eqs. (9.18), (9.19) e (9.20) 
a partir das quais é possível calcular os momentos de inércia c o produto de inércia para eixos de 
coordenadas que sofreram rotação em torno da origem O. Para aplicar essas equações, devemos 
conhecer um conjunto de valores / v , I tj e I xif para uma dada orientação dos eixos e nos lembrar de 
que 9 é positivo para rotações anti-horárias dos eixos e negativo para rotações horárias. 

4. Cálculo dos momentos de inércia principais. Mostramos na Seção 9.9 que existe uma 
determinada orientação dos eixos de coordenadas para a qual os momentos de inércia atingem 
seus valores máximo e mínimo, / rii;1x e í ]lliM , produto de inércia é nulo, A Eq, (9.27) pode ser usa- 
da no cálculo desses valores, conhecidos como momentos de inércia principais da superfície em 
relação a O. Os eixos correspondentes são ditos eixos principais da superfície em relação a O e a 
orientação está definida pela Eq. (9.25 ). Para determinar (fitai dos eixos principais corresponde a 
h\i{i% e corresponde a J míii , devemos seguir o procedimento explicado no texto após a Eq. (9.27) ou. 
então, observar em torno de qual dos eixos principais a área da superfície está distribuída com 
maior proximidade; esse eixo corresponde a [Problema Resolvido 9.7], 
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Figura 9.19 



Uma vez que tg (XCA) = 2I xí /(I x — I), verificamos também que o 
ângulo XCA c igual em intensidade a um dos ângulos 2 que satisfazem 
a Eq. (9.25); logo, o ângulo 0^, que na Fig. 9.iüf/ define o eixo principal 
Oa correspondente ao p unto A na Fig. 9.19/;, é igual a metade do ângu- 
lo XCA do círculo de Mohr. Observamos ainda que, se I x > I e I vj/ > 0, 
como no caso aqui considerado, a rotação que leva CX para CA é horá- 
ria. Nessas condições, o ângulo 0 m obtido na Eq. (9,25), que define o eixo 
principal Oa na Fig. 9.19#, é negativo; portanto, a rotação que leva Ox 
para Oa também é horária. Concluímos que os sentidos de rotação nas 
partes da Fig. 9.19 são os mesmos* Se for preciso uma rotação horária de 
29 nr de modo a levar CX para CA no círculo de Mohr, uma rotação horá- 
ria Ô m levara Ox para o eixo principal correspondente Oa na Fig. 9*19^. 

Como o círculo de Mohr é definido de maneira única, pode-se obter 
o mesmo círculo considerando-se os momentos e o produto de inércia 
da superfície A em relação aos eixos retangulares x r e if (Fig, 9.19«)* O 
ponto X f de coordenadas J v r e I x * > e o ponto Y r de coordenadas I if , e — 
ficam, então, localizados sobre o círculo de Mohr, e o ângulo X f CA na 
Fig. 9. 19/) deve ser igual a duas vezes o ângulo x'Oa na Fig. 9. 1 Qa. Con- 
fo riu e já observamos, uma vez que o ângulo XCA é o dobro do angulo 
xOa, resulta que o ângulo XCX 1 na Fig. 9.19// é o dobro do ângulo xOx r 
na Fig. 9.19*3. O diâmetro X'Y', que define os momentos e o produto de 
inércia I , e 7 r y da superfície dada em relação aos eixos retangulares 
x 1 c tj* que formam um ângulo 0 com os eixos x e //, pode ser obtido por 
rotação de um ângulo 20 do diâmetro XY t correspondendo aos momentos 
e ao produto de inércia 7 v , I e / . Observamos que a rotação (pie leva o 
diâmetro XY para o diâmetro X Y f na Fig. 9,19// tem o mesmo sentido da 
rotação que leva os eixos x e tj para os eixos x f e //' na Fig, 9 , 1 Skt , 

Deve-se observar que o uso do círculo de Mohr não fica limitado a 
soluções gráficas, ou seja, a soluções baseadas em desenhos e medições 
cuidadosas dos diversos parâmetros envolvidos. Pelo simples esboço do 
círculo de Mohr e com o uso de trigonometria, é possível deduzir facil- 
mente as diversas relações necessárias para uma solução numérica de um 
dado problema (ver o Problema Resolvido 9.8). 
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PROBLEMA RESOLVIDO 9.15 


V 

r 


Se a ~ 3c e h = 2c para o prisma retangular do Problema Resolvido 9.14, 
determine (a) os momentos principais de inércia na origem O, (b) os eixos 
principais de inércia em G. 


SOLUÇÃO 


a* Momentos principais de inércia na origem O. Substituindo 
a — 3c e h — 2c na solução cio Problema Resolvido 9.14, temos: 


10 9 


I x — 3 mfi L = y nic 

l iJZ = \mc 


I.X1J = 2 mc ~ 


I — y mc J 

T _ 3 2 

6» - 4 mc 


Substituindo os valores tios momentos e os produtos de inércia na Eq. (9.56) 
e agrupando os termos, temos: 


/28 2\ 1/2 I y l4ÍS) 2 4\ jqb a 

a ( ITIC )K- ~ i ( j_44 m ç ) K ^ TYX c 0 


589 . 3_6 


54 


Em seguida, determinamos as raízes dessa equação; pela discussão da Seção 
9.18, segue-se que essas raízes são os momentos principais de inércia do 
corpo nu origem. 

= 6,568867 mê K 2 = 4,20885 mc 2 K * - 4,55562mc 2 


Ki = 0,569m* 


2 


Ké = 4,2 \mc 


2 


k 3 = 4,; 


b. EÍXOS principais de inércia O, Para determinai a direção de um 
eixo principal de inércia, primeiro substituímos o valor correspondente 
de K em duas das Eqs- (9,54); as equações resultantes em conjunto com a 
Eq. (9.-57) constituem um sistema de trés equações do qual é possível deter- 
minar os cossenos diretores do eixo principal correspondente. Logo, para o 
primeiro momento principal de inércia K v temos: 


(| - 0,56S867)m<r(A,), - |mc 2 (AJ 4 - lmc 2 (Á z \ 


— |wic z (A t )j + (y — 0,568867) mc Á {k^ x — |mc"(A.)| 

(Aji + (A, ; )f + (A ,) 2 

Resolvendo o sistema, obtemos: 


iü 


0 

0 

I 


(A ), = 0,836600 (A Jf ), - 0,496001 (À )> = 0,232557 

Assim, os ângulos que os eixos principais de inércia fazem com os eixos de 
c o orde nadas s ao : 


(6 X \ = 33,2° 


(âj, = 60. 3 C 


: 0 ), = 76,6° 


Usando sucessivamente o mesmo conjunto de equações com K 2 e K 3 , con- 
cluímos que os ângulos associados ao segundo e terceiro momentos princi- 
pais de inércia na origem são, respectivamente; 


(0 x ) 2 = 57,8° (0) ± = 146,6° (0J 2 = í 


O 


e 


(0 y ), = 82,8 


(0,1 = 76.1 


(0J 2 = 164,3 


õ O 
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Teorema dos eixos paralelos 



B 

Figura 9.41 


Momentos de inércia 
de placas delgadas 


Corpos compostos 


Momento de inércia de um 
corpo em relação a um eixo 

arbitrário 


Vimos que o teorema dos eixos paralelos também se aplica aos momentos 
cie inércia de massa [Seção 9,12], Assim, o momento de inércia / de um 
corpo em relação a um eixo arbitrário AA r (Fig. 9.11) pode ser expresso 
como 


1 = 1 + md~ (9.33) 

sendo I o momento de inércia do corpo em relação ao eixo centroídal 
BB’ paralelo ao eixo AA\ m a massa do corpo e d a distância entre os dois 
eixos. 




Figura 9,43 


Os momentos de inércia de placas delgadas podem ser obtidos direta- 
mente dos momentos de inércia de suas superfícies [Seção 9,13]. Con- 
cluímos que, para uma placa retangular, os momentos de inércia em re- 
lação aos eixos mostrados (Fig. 9,42) são 


ÍaA' " f tiB 

(9.39) 

h:c = Íaa' + hi r = + b 2 ) 

(9.40) 

enquanto, para uma placa circular (Fig. 9.43), eles são 


T T 12 

MA' “ *BH' ~ 4 mr 

(9.41) 

ICC ~ ^AA' F ~ 2 mr ~ 

(9.42) 


Quando um corpo tem dois planos de simetria, geralmente é possível efe- 
tuar uma integração simples para se determinar seu momento de inércia 
em relação a um dado eixo, selecionando-se o elemento de massa dm 
igual ao de uma placa delgí ida [P ro b leni as R eso 1 vido s 9,10 e 9.11]* Po r 
outro lado, quando um corpo consiste em diversos formatos geométricos 
simples, seu momento de inércia em relação a um dado eixo pode sei' 
obtido aplicando-se as fórmulas dadas na Fig. 9.2S jiintamente com o 
teorema dos eixos paralelos | Problemas Resolvidos 9.12 e 9.13 |. 


Na última seção do capítulo, aprendemos a determinar o momento de 
inércia de um corpo em relação a um eixo arbitrário OL que passa pela 
origem O f Seção 9*16j* Representado por À_, À v , À_ os componentes do 
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PROBLEMA RESOLVIDO 10.3 





Uma mesa de elevação hidráulica c usada para erguer um en- 
gradado de 1.000 hg. Ela consiste em unia plataforma e dois 


sistemas articulados idênticos, nos quais cilindros hidráulicos 
exercem I orças iguais. (Somente um sistema articulado e um ci- 
lindro são mostrados na figura.) Os elementos EDB e CG têm, 
cada qual, comprimento 2<h e o elemento ÀD está preso por 
um pino ao ponto médio de EDB. Sc o engradado c colocado 
sobre a mesa de modo tal que metade do seu peso é suportada 
pelo sistema mostrado na figura, determine a força exercida por 
cada cilindro na elevação do engradado para 0 = 60 ’ , a = 0,70 
mol = 3,20 ui . Esse mecanismo já foi considerado anterior- 
mente no Problema Resolvido 6.7 + 


SOLUÇÃO 

A máquina considerada consiste na plataforma e no sistema 
articulado, com uma força aplicada (input) ¥ ríf{ exercida pelo 
cilindro c uma força de saída (output) igual e oposta a |W. 

Princípio dos trabalhos virtuais. Inicialmente observa- 
mos que as reações em E e G não realizam trabalho. Repre- 
sentado por y a elevação da plataforma acima da base e por s o 
comprimento DII do conjunto cilindro-pistão, temos: 

ÔU = 0: “JW òj + F m Ôs = 0 ( 1 ) 

O deslocamento vertical ôy da plataforma é expresso em ter- 
mos do deslocamento angular 5# de EDB corno se segue: 


;/ = (EB) sen 0 = 2a sen 0 
ôy = 2 a cos 0 Ô8 

Dc forma semelhante, para expressar Ôs em termos de ôfl, pri- 
meiro verificamos que, pela lei dos cossenos 

,v” = a~ + lr — 2aL cos B 



Diferenciando: 


2 s ôs = —2a Li — sen 0) 80 



aL sen 6 

Ò0 

s 


Substituindo para Ôy e Ss em (1), temos: 


( — |W)2a cos 0 00 + 



aL sen 9 

s 





Com dados numéricos fornecidos, temos: 


W = mg - (1.000 kg)(9,81 m/s 2 ) - 9.810 N - 9,81 kN 
s 2 = a 2 + iJ — 2 aL cos 6 

= (0,70) 2 + (3,20) a - 2(0,70) (3,20) cos 60° = 8,49 

s - 2,91 m 



(9,81 kN) 


2,91 m 

3,20 m 


cotg 60 ° 



F dh = 5,15 kN 
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* 1 0,9 Estabilidade do equilíbrio 

Considere as três barras uniformes de comprimento 2a e peso W mos- 
tradas na Fig* 10.14* Embora cada haste esteja em equilíbrio, existe uma 
importante diferença entre os três casos considerados. Suponha que cada 
haste seja levemeiite deslocada da sua posição de equilíbrio e depois é 
solta: a haste a vai se moverá de volta em direção à sua posição original; 
a haste b continuará o movimento afastando-se da sua posição original; 
e a haste c vai permanecer em sua nova posição, No caso a 7 diz-se que o 
equilíbrio da haste é estável; no caso / diz-se que é instável ; e, no caso c , 
diz-se que é neutro. 



B 


A 


{a) Eqnil íbrio estável 

Figura 10*14 



(b) Equilíbrio instável 



(c) Equilíbrio neutro 


Voltando à Seção 10,7, em que vimos que a energia potencial V com 
respeito à gravidade é igual a W sendo tj a elevação do ponto da aplica- 
ção, de W medida a partir de um nível arbitrário, observamos que a ener- 
gia potencial da haste a é mínima na posição de equilíbrio considerada, 
que a energia potencial da baste h é máxima, e que a energia potencial da 
liaste c é constante. O equilíbrio é, portanto, estável, instável ou neutro , 
se a energia potencial for mínima, máxima ou constante (Fig, 10.15). 

O resultado obtido é bem geral e pode ser visto como se segue; 
primeiro observamos que a força sempre tende a fazer um trabalho 
positivo e, portanto, a diminuir a energia potencial do sistema sobre o 
qual ela é aplicada. Portanto, quando um sistema é perturbado a partir 
da sua posição de equilíbrio, as forças atuantes no sistema tenderão a 
trazê-lo de volta à sua posição original se V for mínimo (Fig, IG.lSa) e 
a movê-lo para longe se V for máximo (Fig* 10.15/?)* Se V for constante 
(Fig. 10.1 5c), as forças não tendem a mover o sistema de nenhuma des- 
sas maneiras* 

Recordando o cálculo que uma função é mínima ou máxima se sua 
derivada segunda é positiva ou negativa* Podemos, então, resumir as con- 
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Figura PI 0.77 e PIO. 78 


70.77 Uma haste delgada AB, de peso W, é unida a dois blocos A e B que 
podem se movimentar livremente nas guias mostradas na figura, À 
constante da mola e fc, e a mola está indeformada quando AB ê hori- 
zontal. Desprezando o peso dos blocos, deduza uma equação cm 0, 
W, I e k que deve ser satisfeita quando a haste está em equilíbrio, 


1 0.78 Uma haste delgada AB , de peso W, é unida a dois blocos A e B que 
podem se movimentar livremente nas guias mostradas na figura. 
Sabendo que a mola está in dei armada quando AB é horizontal, 
determine tres valores de Õ correspondentes ao equilíbrio quando 
W = 1.350 N, l— 400 mm e k — 13 T 5 kN/mm, Determine em cada 
caso se o equilíbrio e estável, instável ou neutro. 

1 0*79 Uma haste delgada AB , de peso W, ê presa a dois blocos A e B que 
podem se movimentar livremente nas guias mostradas na figura. Sa- 
bendo que a mola está mdelormada quando tf — 0, determine o valor 
de tf correspondente ao equilíbrio quando W — 80 N, l = 500 mm e 
k — 600 N/m* 


A 



Figura PI 0.79 


10.80 


Sabendo que ambas as molas estão in deformadas quando ij — 0, de- 
termine o valor de ij correspondente ao equilíbrio quando W = 80 N, 


/ = .500 mm e k — 600 N/m. 





Figura P10*80 


10.81 A mola AB, de constante k , está unida a duas engrenagens idênti- 
cas tal corno mostra a figura. Sabendo que a mola está indolor i na- 
da quando 0 — 0, determine dois valores do ângulo correspon- 
dente ao equilíbrio quando P = 135 N, a = 100 mm, b — 75 mm, 
/ — 150 mm, k — 0,9 kN/m. Determine em cada caso se o equilíbrio 
ê estável, instável ou neutro* 

70.82 A mola AB, de constante k f está unida a dnas engrenagens idênti- 
cas tal como mostra a figura. Sabendo que a mola está indeformada 
quando & = 0 e dado que a — 60 mm, h — 45 mm, r = 90 mm, 
k — 6 kN/m* determine (a) o intervalo de valores de P para que o 
equilíbrio seja estável, (b) dois valores de 0 correspondentes ao equi- 


Figura P10*81 e PJ0*82 
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Capítulo 10 ♦ Método do trabalho virtual 599 


70.117 


10. 112 


Uma semiesfera homogênea de raio ré posicionada em uma inclina- 
ção como mostra a figura. Considerando que o atrito é suficiente para 
evitar o escorregamento entre a se mi esfera e a inclinação, determine 
o angulo 0 correspondente ao equilíbrio quando (3 = 10 . 



J0 


Figura PTOJM e P 10.1 12 


Ima semiesfera homogênea de raio r c posicionada em uma inclina- 
ção corno mostra a figura. Considerando que o atrito é suficiente para 
evitar o escorregamento entre a semi es fera e a inclinação, determine 
(a ) o maior ângulo J3 para que haja uma posição de equilíbrio, (b) o 
ângulo 6 correspondente ao equilíbrio quando [3 é igual à metade do 
valor encontrado no item n. 
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Respostas 613 


8.29 

8.36 

8.37 

8.38 

8.42 

8.43 

8.44 

8.45 

8.48 

8.49 

8.53 

8.54 

8.55 
8.57 
8.60 
8.61 

8.64 

8.65 

8.69 

8.70 

8.76 

8.77 

8.78 
8.79 


L 

3,46 < 

a 



168,4 N < P < 308 N. 

9,38 N ■ in ^ M ^ 15,01 N ■ m, 

— 46,8 N ^ P ^ 34,3 N. 

(a) Sistema desliza P = 62,8 N. 

(b) Sistema de roda sobre B; P = 73.2 N, 
35,8°. 

20,5°. 

1,225 W 
P = 2 .080 N l 
P = 1.966 N l 
9,86 kN . 

913 N 

(a) 28, I o . (b) 728 N ^ 14,0°. 

6 /,4 N. 

(b) 283 N 
0,442. 

0,1103. 

0,1013. 

1.068 N • m. 


4.18 N * m, 

450 N. 


412 N. 
344 N 
376 N. 


8.80 0.226. 

8,88 (a) 4,80 kN, { h ) 1,375°. 

8.91 0,1670 
8.96 154,4 N. 

8.99 (a) 1 .288 kN. (í>) 1,058 kN. 

8.100 300 mm. 

8.102 (a) 22,8 kg. (b) 29 1 N. 

8.103 (a) 109,7 kg. (b ) 828 N . 

8.107 35,1 N • m 

8. 1 08 (a) 27,0 N • m. (b) 675 N, 

8 . 1 09 (a) 39,0 N • m. (b) 844 N. 

8.1 12 44,9 N - li) "j, 

8.116 (a) 1 1,66 kg. (b) 38,6 kg. (r) 34,4 kg. 

8.117 (a) 9,46 kg. (b) J 67.2 kg. (c) 121,0 kg. 

8.122 5,97 N. 

8.12 3 9,56 N. 

8.126 0,350. 

8.131 (o) 51,0 N • m. (6)875 N. 

8.1 32 (a) 170,5 N. (b) 14,04°. 

8.135 6,35 < L/a :< 10,81. 

8.138 0,225. 

8. 1 39 («) 620 N ( b ) B - 1.390 N B„ = 1.050 N j 

8 . 1 42 («) 0,238. (6) 218 N 

8. Cl ,v = 500 min: 63,3 N; P l]rh = 67,8 N em = 355 mm. 
8.C3 ft, = 0,25: M = 0,0603 N • m, 

8.C4 6 = 30°: 1,336 N ■ m < M Á 2= 2,23 N • m. 

8.C6 0 = 20°: 10,39 N • m. 

8.C8 («).v„ = 0,600 L\ x m — 0,604 L, 0, = 5,06°, 

(6) = 55,4°. 


CAPÍTULO 9 

9.1 l/h/ 12. 

9.2 3a 4 / 2. 

9.3 2a 1 6/15. 

9.4 ha’/5 
9.6 « 4 /8, 

9.7 2a6 3 /7. 

9.9 ah 715. 

9.10 0,1056 o6 3 . 

9.1 1 «6715. 

9.12 2 «' 6 / 21 . 

9.15 «6 710; 6/V5. 

9.16 3a///35 ; 6 Vo / 35 , 

9.17 «7j/6;«A/3". 

9.18 3a’6/35; 6V9/35, 

9.21 20« 4 ; 1,826a. 

9.22 43o 4 /48; 0,773a 

9.23 (tt/ 2)(K 4 fí 4 ); (w«)(RÍ - R\) 

9.24 (b) Fura f/fi = 1, —10,56%; paru t/R r: = g, —2,99%, 

para t/R m = -0,1250%, 

9.25 64oVl5; 1,265a. 

9.28 bIt(12Jr + 6 2 )/48; V(12ft 2 + fc 2 )/24 
9.31 390 X 10* mm 4 ; 21,9 mm. 

9.33 64,3 X 10'' mm 4 ; 8,87 mm. 

9.37 7 = 9,50 ■ 10" mm 4 ; (l 2 = 60,0 mm. 

9.38 A = 6.600 mm 2 ; J = 3/72 * 10* mm 4 . 

9.41 7 = 1,874 ■ 10 mm 4 ; J y = 5,82 - 10" mm'. 

9.42 / = 18,9 - 10 mm 4 ; Z ri = 8,35 * 10^ mm 4 . 

9.45 (a) 80,9 * 10" mm 4 , (b) 57,4 * 10 mm 4 , 

9.46 {a) 12,16 ■ 10* mm 4 , (b) 9,73 * 10 h mm 4 . 

9.49 7 = 260 ■ 10* mm 4 ; k — 144,6 mm; 

= 17,53 ■ 10* mm = 37,6 mm. 

9.51 / = 255 • 10* mm 4 ; k x = 134,1 mm; 

7, = 100,0 ■ 10 6 mm 4 ; k if = 83,9 mm. 

9.53 7 = 3,55 * 10 mm 4 ; í rf = 49,8 * 10* mm 4 , 

9.55 1 = 745 • 10* mm 4 ; f, = 91,3 * 10* mm 4 . 

9.57 3irr/16. 

9.58 Itt/í/IO. 

9.59 15/f/i4. 

9.60 4A/7. 

9.63 5a/H. 

9.64 80,0 min. 

9.67 a/2. 

9.68 a% 2 / 12. 

9.69 -b 2 ít 2 / 8. 

9.71 — 1,760 ■ 10' mm 4 . 

9.72 21,6 - 10* mm 4 . 

9.75 171 ■ 10 1 mm 1 , 

9.78 1,16,5 ■ 10* mm 4 . _ 

9.79 («) = 0,482« 4 ; l s = 1,482a'; I_ íV = -0,589a 4 . 

(b) í,. = U2ÜW 4 ; = 0,843a 4 ; í, v = 0,760a 4 . 

9.80 I, = 103,5 X 10* mm 4 ; = 97,9 - 10* mm 4 ; 

7. y = -38,3 ■ 10* mm 4 . 

9.85 20,2°; 1,754a', 0,209a 4 . 

9.86 -17,11°; 139,1 X 10* mm 4 , 62,3 • 10* mm 4 . 
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definida por sua intensidade e por 
dois pontos em sua linha de ação, 
50-51 
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problemas para revisão, 408-409 
resumo, 405-407 
vigas, 364-385 

Forças equivalentes, princípio da 
transmissibilidade em, 77-79, Lá8 
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enunciado, 14 
método de solução, 13-15 
P ro b I e m as p ara c o mpu t ador 
análise de estruturas, 352-353 
atrito, 469-471 
corpos rígidos, cm sistemas 
equivalentes de forças, 156-157 
equilíbrio de corpos rígidos, 21.8-219 
estática de partículas, 71772 
ft ) rça s í.listri b u íd as 
centroides e centros de 
gravidade, 283-285 
momentos de inércia, 556-557 
forças em vigas c cabos, 410-11 1 
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área, 474-476, 478 
Simetria* 540 
de uma elipse, 492 
planos de, 261, 263, 278-279 
Sistema 

de forças, equivalente, 127, 148* 

152 
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em, 365-367, 406 
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375-385, 406 
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Reações em apoios e conexões para uma estrutura bidimensional 


Apoio ou C Conexão 


Reaçãu 


Numero 
de incógnitas 




/ 


/ 


/ 



Rol e tc i 


Suporte 

biisculante 


Superfície 
sem atrito 


Força t om linha 
cie ação conhecida 




Haste curta 


Força com linha 
de ação conhecida 



/ / 



mr / 





Cursor sobre 
haste sem atrito 


Pii 10 deslizante sem atrito 


Força com linha 
de ação conhecida 




Pino sem atrito 
ou articulação 



Superfície rugosa 


Força com direção 
desconhecida 


2 


ou 




a 



Engaste 


Força e binário 


3 


O primeiro passo na solução de qualquer problema que envolva o 
equilíbrio de um corpo rígido é construir um diagrama de corpo 
livre apropriado deste corpo, Como parte desse processo, é necessário 
mostrar nesse diagrama as reações através das quais o solo e outros 
corpos se opõem a um possível movimento do corpo. Às figuras das 
capas internas resumem as possíveis reações exercidas sobre corpos 
bi e tridimensionais. 




Yo u h ave e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e f o r vi e vvi n g o r re a c h e d yo: u r vi ewj n g li rn i t f o rthis 

book. 



E, R 


Com conceitos precisos e completos e seções especiais de resoluções de problemas, 
este livro, no Sistema Internacional de Medidas, fornece aos alunos de Engenharia a 
oportunidade de aprender Estática de forma prática. 


Entre os suplementos oferecidos ao professor, lâminas de PowerPoint em português. 

Os capítulos são abertos com exemplos reais e com um sumário resumido dos conteúdos 
que serão trabalhados. 

Os conceitos são apresentados passo a passo, de forma clara e objetiva. 

Seções opcionais oferecem tópicos avançados. 

A seção Problemas resolvidos é apresentada em uma única página, o que proporciona 
melhor visualização dos problemas- chave. 

A seção Metodologia para a resolução de problemas prepara os alunos para 
solucionar os exercícios propostos. 

Cada capítulo oferece um conjunto de problemas que devem ser resolvidos com o auxílio 
de programas computacionais. 



Visite a Área do Professor no site www.grupoa.com.br para acessar material 
exclusivo (em inglês e português) deste livro. 
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